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Введение*

Многие задачи анализа изображений включа-
ют в себя применение проективного преобразования 
плоскости. Например, проективное преобразование 
может использоваться при распознавании докумен-
тов на изображениях, полученных с мобильных ка-
мер [1]. Документ при съемке в большинстве слу-
чаев находится не перпендикулярно оптической оси 
камеры, и, следовательно, изображение документа 
необходимо привести к прямоугольному виду для 
дальнейшей обработки [2] или распознавания тек-
стовых полей [3]. Также подобная задача встречает-
ся в картографии [4]: съемка местности со спутника 
предполагает, что оптическая ось не перпендику-
лярна поверхности земли, однако известны коорди-
наты и наклон спутника. Это позволяет вычислить 
преобразование, исправляющее проективное иска-
жение спутниковой фотографии.

При «слабом» проективном искажении доку-
мента ось камеры при съемке достаточно близка к 
нормали к плоскости документа. Тогда при исправле-
нии растяжение и сжатие областей изображения под 
действием преобразования также невелико (рис 1). 

Если же проективность достаточно «силь-
ная», границы изображения могут принять форму, 
сколь угодно отличную от прямоугольной (рис. 2).  

*  Выполнено при частичной поддержке РФФИ, гранты № 17-29-
03170 и 17-29-03236.

В таком случае некоторые области исходного изо-
бражения будут подвержены сильному растяже-
нию. То есть на один пиксель исходного изобра-
жения будет приходиться большое количество 
пикселей на целевом изображении. Эти целевые 
пиксели будут заполнены одним и тем же значени-
ем исходного пикселя.

В таком случае уместно рассматривать зада-
чу кадрирования преобразованного изображения, 
то есть отсечения тех областей изображения, ко-
торые малопригодны для дальнейшего анализа.   
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Рис. 1. Слабо проективно искаженное 
изображение документа (а) и проективно 

исправленное изображение (б)
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Важно отметить, что при «сильной» проектив-
ности линия горизонта, соответствующая задан-
ному преобразованию, может проходить через 
область изображения [5] (рис 3). Тогда площадь 
преобразованного изображения будет бесконечна. 
Следовательно, кадрирование должно проводить-
ся до преобразования исходного изображения. 
Это можно обеспечить заданием прямоугольни-
ка кадрирования на плоскости целевого изобра-
жения на основе анализа только проективного 
преобразования. Тогда пиксели исходного изо-
бражения, образы которых не принадлежат этому 
прямоугольнику (в том числе уходящие на бес-
конечность), не будут участвовать в вычислении 
целевого изображения. 

1. Кадрирование изображения

Рассмотрим некоторое исходное изображение 
и проективное преобразование H , которое пере-
водит это изображение в целевое:

' ( , ) , ' ( , )
1 1x y

ax by c dx ey fx h x y y h x y
gx hy gx hy
+ + + +

= = = =
+ + + +

Определим на плоскости целевого изображе-
ния прямоугольник кадрирования RC со сторона-
ми, параллельными осям координат такой, чтобы 
вне прямоугольника находились все области пре-
образованного изображения, которые подверглись 
сильному растяжению. 

Рассмотрим точку 0 0 0( , )p x y=  в си-
стеме координат исходного изображения и ее 
окрестность (окружность единичного радиуса):  
 

2
0 0( ) : 1N p p p− = . Под действием проектив- 

 
ного преобразования точка 0p  отображается в точ-
ку 0 0( )p H p′ = , а окрестность 0( )N p  – в эллипс 

0 0( ) ( ( ))N p H N p′ =  с полуосями длины a  и b  
(рис 2).

Для задания прямоугольника кадрирования 
необходимо сначала определить функцию ( )Hµ ,  
описывающую соотношение окрестностей N ′  и 
N  в каждой точке изображения. Будем называть 
ее функцией растяжения. При этом линия уров-
ня 0( , )p H constµ =  должна определять непре-
рывную по 0p  кривую на плоскости исходного 
изображения (что соотносится со свойствами про-
ективного преобразования [5]). Область кадриро-
вания A  на исходном изображении, в точках ко-
торой 0( , )p Hµ  не больше некоторого порога T ,  
задается как пересечение области изображения и 
полуплоскости, заданной соответствующей ли-
нией уровня. А прямоугольник кадрирования RC 

можно определить как прямоугольник, описанный 
вокруг образа области кадрирования ( )H A .

1.1 Определение растяжения точки исход-
ного изображения

Растяжение точки под действием проектив-
ного преобразования можно определить как соот-
ношение площадей преобразованной и исходной 
окрестности. Однако если одна из полуосей имеет 
большую длину, а длина второй стремится к 0, то 
площадь эллипса также стремится к 0. При этом из 
практических соображений понятно, что область 
на целевом изображении с подобным растяжением 
будет непригодна для анализа.

Для того чтобы в описанном случае растя-
жение также было велико, можно рассматривать 
максимальное линейное растяжение окрестности 
точки. Однако использовать в качестве значения 
растяжения длину большей из полуосей эллипса 
неверно: эллипс с двумя длинными полуосями бу-
дет покрывать область значительно больше, чем 
эллипс с одной длинной полуосью. Тогда обозна-
чим две соседние точки пересечения эллипса с его 
осями как 1E  и 2E . Длина хорды 1 2E E  отражает 
линейное растяжение пикселя и учитывает длины 
обеих полуосей эллипса. Будем рассматривать эту 
длину в качестве второго подхода к измерению 
растяжения в точке.

Важно отметить, что в случае, когда рассма-
триваемое преобразование H  является простым 
сжатием всего изображения, соотношение пло-
щадей или хорд окрестностей будет равно коэф-
фициенту сжатия изображения. Для того чтобы 
нивелировать этот эффект,  при определении об-
ласти кадрирования будем нормировать функцию 
растяжения на ее значение в центре изображения.

Таким образом, мы ввели две функции, изме-
ряющие растяжение в точке 0p  исходного изобра-
жения под действием преобразования H :
1) � соотношение площадей окрестностей:

0
0

0

{ ( )}( , )
{ ( )}S

Area N p abp H ab
Area N p

πµ
π

′
= = = ;

Рис. 2. Отображение окрестности точки под  
действием проективного преобразования
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2) � соотношение длин хорд E1E2, для удобства ум-
ноженное на 2  (рис. 3, 4):

2 2
2 2

0,( , ) 2
2L

a bp H a bµ +
= = + .

Важно отметить, что в случае, когда окрест-
ность пересекает или касается линии горизонта 

1 0gx hy+ + = , то под действием проективного 
преобразования она будет переходить в гиперболу 
или параболу соответственно. Тогда площадь об-
раза окрестности бесконечна. Будем считать, что 
растяжение таких точек равно бесконечности для 
обеих рассматриваемых функций, в дальнейшем 
эти точки рассматриваться не будут.

Далее определим метод вычисления длин 
полуосей эллипса 0( )N p′ . Для простоты будем 
рассматривать линейную аппроксимацию проек-
тивного преобразования в окрестности точки 0p ,  
которая определяется с помощью матрицы Якоби 

0( , )J p H  [6]:

0 0

0
0 0

( ) ( )

( , )
( ) ( )

x x

y y

h p h p
x y

J p H
h p h p

x y

∂ ∂ 
 ∂ ∂ =
∂ ∂ 

 
∂ ∂ 

Матрица Якоби состоит из значений частных 
производных рассматриваемого преобразования в 
точке 0p . Ее коэффициенты являются коэффици-
ентами линейной части разложения преобразова-
ния в ряд Тейлора.

Длины полуосей эллипса можно вычислить, 
определив максимальное и минимальное растяже-
ния окрестности точки (единичной окружности) 
под действием преобразования. Это задача поиска 
условных экстремумов функции.

Рассмотрим точку 0 (0,0)p =  (для других 
точек вывод будет аналогичен). Единичная окрест- 
 
ность этой точки принимает вид 

2
1p = . Пусть  

 
в окрестности точки 0p  проективное преобразо-
вание аппроксимируется аффинным, заданным ма-
трицей Якоби J : 'p Jp= . Тогда образом рассма-
триваемой точки будет 0 (0,0)p′ = , а максимум  
и минимум значений 'p  будут соответствовать дли-
нам двух полуосей эллипса. Необходимо найти экс- 
 
тремумы функции 

2' ( ') 'Tp p p= , при условии,  
 
что 1Tp p = . Для решения задачи воспользуемся ме-
тодом Лагранжа [6]:

.
( , )

( , ) ( ') ' ( 1) ( 1)

2 2 0

T T T T T

TL p
p

L p p p p p p J Jp p p

J Jp pλ

λ λ λ

λ∂

∂

= − − = − −

= − =

Экстремумы достигаются при TJ Jp pλ= , 
и длины полуосей эллипса 0( )N p′  равны корням 
собственных чисел матрицы JT J: 1 2,λ λ .

Тогда получим следующие формулы для вы-
числения растяжения в точке:

0 1 2( , ) det( ) det( )T
S p H J J Jµ λ λ= = = ;

0 1 2( , ) ( )T
L p H trace J Jµ λ λ= + = .

После того как определен метод вычисления 
функций растяжения, необходимо ограничить об-
ласть на изображении, в которой растяжение не 
больше порога T .

1.2 Определение области кадрирования
Определить границы области A  на исходном 

изображении можно эмпирически, задав сетку на 
изображении и посчитав значения функции растя-
жения в ее узлах. Однако для рассматриваемых 
функций 0( , )p Hµ  можно получить аналитиче-
ские уравнения линий уровня. Тогда область A  
будет ограничена линией уровня и частью границ 
изображения, которые лежат дальше от линии го-
ризонта 1 0gx hy+ + = , чем линия уровня.

Поскольку значения функции растяжения при 
сжатии всего изображения будут равны коэффици-
енту сжатия, нормируем их на значение функции в 
центре изображения centrep . Тогда уравнения ли-
ний уровня примут вид:

0
0

( , ) , ( , )
( , )centre

p H T p H T
p H

µ µ
µ

= = .

1) � Линия уровня соотношения площадей окрест-
ностей: 0( , )S p H Tµ = .

Вычислим определитель матицы Якоби и за-
пишем явное уравнение линии уровня:

Тогда линия уровня задается уравнением пря- 
 
мой: 31 0gx hy C T+ + − = , а область A – пере-
сечение полуплоскости, образованной этой пря-
мой, и изображения. Таким образом, A является 
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многоугольником. Заметим, что в некоторых слу-
чаях это область может совпадать с изображением 
или быть пустой.
2) � Линия уровня соотношения длин хорд окрест-

ностей: 0( , )L p H Tµ =
Вычислим след матрицы TJ J :

.
Тогда уравнение линии уровня будет иметь 

вид:
2 2 2 2

1 2 3 4
20

( ) ( ) ( ) ( )
( 1)

( , )L

y c x c y c x c
gx hy

p H T
α α β β

µ
+ + − + + + + − +

+ +
= =  

Если 2 2 0g h+ = , то преобразование H  аф-
финное, и функция растяжения константна. Если 
же присутствует проективность, то 2 2 0α β+ ≠ . 
Тогда сделаем замену переменных:

;2 2

2 2

1,

( ) ( ) ( )( )

MX gx hy Y hx gy

M ag bh dg eh g h c f
α β

α β α β

= + + = − +
+

= + + + − + +
Тогда уравнение линии уровня примет вид:

Отсюда видно, что линия уровня задается вы-
пуклой кривой семейства 4 2

1 2X C C Y− = . Как 
и ранее, область A  является пересечением изо-
бражения и полуплоскости, образованной кривой 
уровня. 

Далее нам понадобится вычислить образ 
этой кривой на плоскости целевого изображения. 
Для того чтобы упростить задачу на промежутках 
между точками пересечения границ изображения 
и кривой аппроксимируем ее кусочно-линейной 
функцией с достаточно большим количеством уз-
лов. Получим многоугольник, являющийся при-
ближением исходной области:

1{ ,... }, \{1,2}kA p p k= ∈ .

Прямоугольник кадрирования ÑR  определя-
ется как прямоугольник, описанный вокруг обра-
за области кадрирования ( )H A . Его координаты 
можно найти следующим образом:

1.. 1..( ) { ( )} { }i ii k i kA H A H p p= =′ ′= = =

1 1

1 1

min max

min max

min( ,... ), max( ,... )

min( ,... ), max( ,... )
k k

k k

x x x x x x

y y y y yy

′ ′ ′ ′= =

′ ′ ′ ′= =

Далее сравним предложенные методы кадри-
рования на реальных изображениях документов, 
снятых с проективным искажением.

(а)                                                                      (б)                                                                       (в)

Рис. 3. Сильно проективно искаженное изображение документа (а), целевое изображение  
без применения кадрирования (б), целевое изображение, кадрированное с помощью метода  

соотношения хорд 0( , )L p Hµ  (в)
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2. Эмпирическое сравнение методов 
кадрирования

Оценить качество работы каждого из алгорит-
мов кадрирования можно исключительно в рамках 
конкретной задачи анализа изображений (насколько 
кадрирование увеличивает качество работы всей си-
стемы), поэтому здесь проведем только их сравнение.

Будем использовать набор фотографий граж-
данских паспортов Российской Федерации, снятых 
с помощью мобильных камер. Набор содержит бо-
лее 9000 изображений страниц паспорта. Все стра-
ницы расположены внутри изображений. Набор 
содержит изображения как с сильной проективно-
стью, так и без нее.

Каждая страница паспорта имеет свое проек-
тивное искажение. В качестве преобразования H 
для рассматриваемой страницы зададим проектив-
ное преобразование, переводящее исходное изобра-
жение в такое, на котором эта страница прямоуголь-
на, с правильным соотношением сторон (1 : 1,42).

Введем следующие обозначения: PR  – пря-
моугольник страницы на целевом изображении, 

IR  – прямоугольник, описывающий на целевом 
изображении образ исходного изображения.  

Из практических соображений понятно, что 
кадрирование не должно отсекать значимые об-
ласти изображения. Если после кадрирования те-
ряется часть страницы паспорта, то изображение 
не пригодно для дальнейшей работы с ним. Тогда 
для каждого изображения измерим относительную 
площадь обрезанной части страницы:

{ \ }
{ }
P C

P

Area R RCroppedPageArea
Area R

= .

Распределение этих значений позволит подо-
брать минимально допустимое значение порога T  
для каждого из методов.

После того, как значения порогов определены, 
сравним работу предложенных методов. Для этого 
рассмотрим долю фона, отсеченного каждым из 
них. Под фоном подразумевается вся область изо-
бражения за исключением рассматриваемой стра-
ницы. Для каждой страницы вычислим значение

 
.

Результаты эксперимента представлены в табл. 
1 и 2. Каждый элемент таблицы обозначает процент 
изображений из набора, у которых была отсечена 
соответствующая доля фона. Значение 100CBA =  
используется для целевых изображений, площадь ко-
торых бесконечна (то есть линия горизонта преобразо-
вания проходит через изображение).

Методы кадрирования не позволяют отсечь 
фон в том случае, если изображение документа 
имеет слабое проективное искажение. Поэтому на 
большом количестве изображений процент отсе-
ченного фона минимален. 

Методы имеют схожие результаты работы, 
однако метод кадрирования, использующий со-
отношение хорд, на большем количестве изобра-

(а)                                                                      (б)                                                                       (в)

Рис. 4. Сильно проективно искаженное изображение документа; линия горизонта проходит через 
изображение (а), целевое изображение (обрезанное, так как площадь бесконечна) (б), целевое 

изображение, кадрированное с помощью метода соотношения хорд 0( , )L p Hµ  (в)



147Труды ИСА РАН. Спецвыпуск, 2018

Алгоритм автоматического кадрирования цифровых изображений при проективном преобразовании

жений отсекает более 70% фона (сохраняя при 
этом на изображении всю страницу). Это воз-
можно, когда изображение подвергается силь-
ному проективному искажению. В этом случае 
площадь целевого изображения (до кадрирова-
ния) во много раз превышает площадь исходно-
го изображения, поэтому именно эти показатели 
можно считать наиболее важными при сравне-
нии методов кадрирования.

Заключение

В работе предложены 2 метода автоматиче-
ского кадрирования проективно преобразованных 
изображений. Методы основываются исключи-
тельно на анализе коэффициентов преобразования 
и не подразумевают предварительного вычисления 
целевого изображения. Это позволяет применять 
кадрирование и в случае, когда линия горизонта 
проективного преобразования пересекает область 
исходного изображения, и целевое изображение 
имеет бесконечную площадь, а значит, не может 
быть вычислено.

Сравнение работы предложенных методов 
кадрирования проведено на наборе реальных изо-
бражений проективно искаженных документов. 
Результаты методов кадрирования схожи, одна-
ко метод, использующий соотношения длин хорд 
окрестностей точки, показал лучшие результаты на 
изображениях, подвергаемых сильному проектив-
ному искажению.
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Abstract. The paper considers the problem of automatic framing of projective transformed images. Two 
methods for solving the problem are proposed based on the concept of pixel scaling under the transformation. 
An empirical comparison of the proposed methods is conducted. In the experiment the fraction of cropped 
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