
61Труды ИСА РАН. Том 69. 1/2019

Введение

Понятие оптимальности биологических сооб-
ществ связано с влиянием на них естественного от-
бора. Действие естественного отбора на популяцию 
организмов  проявляется посредством конкуренции 
популяций за ресурс. Конкурирующие популяции 
отличаются значениями набора признаков a . В ре-
зультате конкуренции выживает только одна попу-
ляция – носителей определенных значений набора 
признаков *a . Этот набор будем называть эволюци-
онно оптимальным. В работе [1] Рашевский сфор-
мулировал принцип оптимальной конструкции. 
Суть которого состоит в том, что «Организмы, об-
ладающие биологической структурой, оптимальной 
в отношении естественного отбора, оптимальны 
также в обычном смысле. А именно минимизируют 
некоторую оценочную функцию, исходя из характе-
ристик окружающей среды».

Другими словами, утверждается, что эволю-
ционно-оптимальные значения набора параметров 
(признаков) организма могут быть также найде-
ны путем поиска экстремума соответствующей 
функции (или функционала), выражающей кри-
терий оптимальности. В [1,2] представлен  обзор 
различных критериев оптимальности, с помощью 
которых авторы находили оптимальные значения 
параметров организма, хотя они не всегда  были 
эволюционно оптимальными. 

В работе [2] М.А. Ханин пишет: «Обилие 
различных критериев оптимальности справедли-
вых в определенных частных биологических за-
дачах, отсутствие общей связи между критерия-
ми представляет дефект теории. В тоже время, не 

вызывает сомнений тот факт, что биологическая 
оптимальность обусловлена естественным от-
бором- основным процессом, обуславливающим 
совершенствование биологических  структур и 
форм». Устранению этого дефекта и посвящена 
работа. 

Для случая моделирования биологических 
систем, обладающих той или иной непрерывно 
распределенной структурой (например, возраст-
ной или пространственной) наиболее удобной 
представляется теория, разработанная В.Н.Раз-
жевайкиным [12]. Его работы посвящены иссле-
дованию квазилинейной теории, связывающей 
устойчивость с экстремальностью эволюционных 
характеристик для структурированных систем.

В настоящей статье определено понятие об-
щего критерия биологической оптимальности  и 
показана его связь с наиболее популярным энерге-
тическим  критерием. 

1. Общий критерий оптимальности

Выживание вида в биоценозе можно иссле-
довать, анализируя динамику его численности на 
больших промежутках времени. Рассмотрим дина-
мику простейшего биоценоза, состоящего из попу-
ляции потребителя и растительного ресурса. 

В общем виде  модель биоценоза имеет вид:

( , )dn F P N
dt

a= ,                       (1)

,                    (2)
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( , , )dR M R N
dt

a=                    (3)

где N  – плотность популяции, 1 2( , ,..., )na a a a=  
– вектор признаков организма, P  – вес тела особи, 

bc  – удельная калорийность тела особи, R  – плот-
ность ресурса. 

Уравнение (2) описывает энергетический ба-
ланс организма. Правая часть уравнения динамики 
плотности популяции определяется выражением:

),(),( aa PdfPF −= ,               (4)

где f  – плодовитость; d  – коэффициент смерт-
ности. 

Очевидно, что они зависят от плотности пи-
щевого ресурса, но опосредованно, через вес тела. 
Чем больше   плотность пищевого ресурса, тем бо-
лее упитана  особь, тем выше  ее  плодовитость. 
Аналогичные рассуждения можно привести от-
носительно коэффициента смертности: чем более 
истощена особь (чем больше ее вес отклоняется от 
нормы в меньшую сторону) тем выше коэффици-
ент смертности. Упрощенно плодовитость будем 
полагать постоянной величиной. 

Зависимость смертности от веса тела есте-
ственно считать монотонно убывающей. Этот фак-
тор мы будем аппроксимировать простейшей  за-
висимостью:

pD
d

P
= ,                                (5)

где pD  – компонента смертности, зависящая от 
веса особи. 

Эти соображения позволяют включить в мо-
дель  вес тела в качестве дополнительной дина-
мической переменной, определяемой уравнением 
энергетического баланса отдельной особи.

Кроме того, будем полагать, что на смерт-
ность влияет недостаток какого-либо признака  
a  следующим образом: чем меньше величина  
параметра, тем больше смертность (по анало- 
 
гии с весом): 

a
a

a

iDd = .

В результате коэффициент смертности пред- 
 
ставим в виде: 

i
p

i

D Dd
Ð

a

a
= + ∑ . 

В итоге

( , ) ( )
i

p

i

D DF P f
P

aa
a

= − + ∑ .            (6)

Энергетический баланс организма определя-
ется выражением:

0r fW W W W Wa= − − − ,               (7)

где W -энергия, идущая на привес, определяется 
выражением

b
dPW c
dt

= ,

где bc  – удельная калорийность тела особи, упро-
щенно считаем ее постоянной.

Энергия, полученная с пищей rW  определя-
ется выражением:

,                           (8)

где m – коэффициент пропорциональности. Энер-
гозатраты на метаболизм и передвижение Wo упро-
щенно определяются выражением:

PaWo 0= ,                           (9)

где 0a  – коэффициент удельного метаболизма. 
Энергозатраты на функционирование призна-

ка организма aaa KW = , где K – коэффициент 
пропорциональности. 

Энергозатраты на воспроизводство

,
  
                      (10)

где f – плодовитость, c  – энергозатраты на произ-
водство одного потомка.

Изменение плотности ресурса представим 
двумя компонентами:

1 2( , , ) ( ) ( , , )M R N M R M R Na a= − ,  (11)

где 1( )M R – динамика плотности  ресурса в отсут-
ствие потребителя:

1 ( )RM b K R R= − ,                    (12)

где RK  – предельная плотность ресурса, b – ско-
рость восстановления ресурса, 2M – количество 
ресурса, потребляемое популяцией:

2M NRg= ,                         (13)

где g  –  коэффициент пропорциональности.
В результате запишем уравнения динамики 

биоценоза в следующем виде:

 = ( f - 
P

DP  - ∑
ia

Da )N,               (14)

 = (mR-aP- cf - ∑ aK a i )/c b ,         (15)

,            (16)
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В состоянии  равновесия имеем:

( , ) / 0
i

i

DF P f D P aa
a

= − − =∑      (17)

 (18)

.   (19)

Равновесные значения переменных, полу-
ченных из решения системы (17)-(19) обозначим  
ˆ ˆ ˆ, ,P R N .

2. Модель конкуренции за ресурс. 
Устойчивость равновесного состояния

Пусть имеется k  популяций, особи которых 
отличаются величиной только одного признака ia   
и  питаются одним пищевым ресурсом. Уравнения 
конкуренции имеют вид:

( , )i
i i i

dN F P N
dt

a= ,                   (20)

,                   (21)

1( ) i i
dR M R RN
dt

g= − .                 (22)

Предположим, что процессы метаболиз-
ма проходят гораздо быстрее,  чем изменяется 
биоценоз. Поэтому, в соответствии с теоремой 
А.Н. Тихонова [10], заменим дифференциальное 
уравнение динамики веса тела (21)  на алгебра-
ическое:

0),( , =iiPRW a .               (23)

Напишем нетривиальное равновесное состоя-
ние этой системы уравнений:

0>jn ; 0),( =jj PF a , если i j= ,     (24)
ˆ ˆ( ) 0k j jR R b ng− − = ,               (25)

0=in ; ˆ( , ) 0i iF Pa ≠ , если i j≠ .     (26)

Было доказано [1,11], что это равновесие бу-
дет асимптотически  устойчиво, если выполняют-
ся условия:

ˆ( , ) 0i iF Pa <  при i j≠ ,               (27)

ˆ( , ) 0 max ( , )jF P F P
a

a a= = .         (28)

Асимптотическая устойчивость равновесного 
состояния означает, что в ходе конкуренции за ре-
сурс  популяций, отличающихся между собой ве-
личинами признака a , выживает только одна, та, 

которая обладает значением параметра α*, удовлет-
воряющим условию:

0),( =ii PF a ,                        (29)

),(max)*,( iiii PFPF aa = .            (30)

При этом выполняется условие:
^

(RW , 0), *
^

=aP .                     (31) 

Это значение будем называть эволюционно 
оптимальным (ЭОЗ). Такое доказательство лег-
ко перенести на случай, когда оптимизируется не 
один адаптивный признак, а целый набор призна-
ков, поскольку  весь организм со всеми его призна-
ками является продуктом естественного отбора. 

Отметим, что ЭОЗ *a  доставляет минимум 
равновесной плотности ресурса:

*( ) min ( )R Ra a= .                (32)

Покажем это. Из уравнения (31) выразим P̂   
как функцию R̂  и a : ˆ ˆ ˆ( , )P P R a= . Подставив в 
(29), получаем:

ˆ( , ( )) 0F Ra a = .                     (33)

Продифференцируем это  выражение по фор-
муле производной неявной функции:

 
.                (34)

Из условия (30) следует, что

.                         (35)

В точке *a a=  выполняется условие  
 2

2
ˆ 0d R

da >  (что легко проверяется), следова- 
 
тельно, выражение (32) справедливо.

Следует отметить, что, доставляя минимум 
равновесной плотности ресурса эволюционно 
оптимальные значения параметров, максимизи-
руют функцию – скорость воспроизводства ре-
сурса. Что в свою очередь максимизирует поток 
свободной энергии через биоценоз. Это совпадает 
с высказываниями Печуркина [6] и Одума [5], что  
« …экологические системы эволюционируют к 
такому состоянию равновесия, в котором  поток 
энергии через систему максимален».

Полученный критерий и будем в дальнейшем  
использовать для определения эволюционно опти-
мальных значений признаков организма.

Сначала рассмотрим признаки, непосред-
ственно влияющие на плодовитость или смерт-
ность особей. По возможности, полученное ЭОЗ 
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признака, будем подтверждать моделью конкурен-
ции.

3. Алгоритм нахождения ЭОЗ параметров 
популяции

В результате получаем  алгоритм нахождения 
эволюционно-оптимального значения параметра 

*a . Проиллюстрируем это на примере плодови-
тости f  (Упрощенно оптимизируем только один 
признак.) Для этого из (18) выразим P  как функ-
цию f  и подставим в (17): 

0ˆ ( ) /a DR cf m
f

= + .              (36)

Продифференцируем R̂ по f  и приравняем 
нулю производную:

2

ˆ
( ) / 0dR aD c m

df f
= − + = .           (37)

Откуда получаем ЭОЗ параметра f :

.                           (38)

Подставив *f  в (18)-(20) получаем соответ-
ствующие равновесные значения переменных эко-
системы:

,                        (39)

DacfRfRR 2)(min)( ** === ,   (40)

g/)()(max)( *** bRKRnRnn R −=== . (41)

Отметим, что ЭОЗ параметра f  можно полу-
чить и другим способом, рассматривая  в качестве 
оптимизируемого признака вес тела в равновесном 
состоянии экосистемы. Выразим из (17) P  как 
функцию f  и, подставив в (18), получаем:

ˆ ˆ( ) /ˆ
cDR aP m
P

= + .                    (42)

Взяв производную по P̂  от правой части и 
приравняв ее нулю, получаем:

 
.                          (43)

Отметим, что фазовая переменная P̂  являет-
ся оптимизируемым параметром.

Как видим, выражения (39) и (43) идентичны. 
Далее находим оптимизируемый параметр и все 
остальные: *d , *P ** ,, nR .

На численном примере покажем, что попу-

ляция носителей значения признака *f  выиграет 
конкуренцию у популяций носителей других зна-
чений if .

4. Иллюстрация эволюционной 
оптимальности

Убедимся в том, что оптимальное значение 
*f  будет  так же эволюционно оптимальным, т.е. 

популяция носителей признака *f  выиграет  кон-
куренцию у популяций с другими значениями f .

Для этого построим модель конкуренции 
3-х популяций с плодовитостями *

1f f= , 2f , 3f .  
Пусть Ni – плотности конкурирующих популяций:

*
1 1 1/ ( / )dN dt f D P N= − ,

*
1 1/ ( ) / bdP dt Rm aP cf c= − − ,

2 2 2 2/ ( / )dN dt f D P N= − ,

2 2 2/ ( ) / bdP dt Rm aP cf c= − − ,

3 3 3 3/ ( / )dN dt f D P N= − ,

3 3 3/ ( ) / bdP dt Rm aP cf c= − − ,

1 2 3( ) ( )dR b Rm R R R N N N
dt

g= − − + + ,

Для расчетов зададим параметры экосисте-
мы, представленные в табл. 1. 

Конкурирующие популяции имели следую-
щие значения плодовитости:

*
1 0,007f f= =  сутки-1; 2 0,0055f =  сут-

ки-1; f3 =0,0073 сутки-1. 
 

Табл. 1 
Параметры экосистемы

Параметр Величина Размерность

D 0,00918 кг/сутки

a 70 ккал/кг сутки

c 16800 ккал/особь

m 2240 ккал/сутки кг

bc 1500 ккал/кг

b 0,36 м2/кг сутки 

mR 0,286 кг/ M2 2M

g 72 M2/сутки
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Рис.1. Конкуренция за ресурс 3-х популяций, отли-
чающихся плодовитостью

Из рис. 1 видно, что в конкуренции выигрыва-
ет популяция  с оптимальной плодовитостью *f .

5. Условный экстремум.  
Метод множителей Лагранжа

Отметим, что эволюционно оптимальные зна-
чения признаков организма можно получить, при-
меняя метод условного экстремума функции при-
способленности  ( , , )F f P a .

Продемонстрируем это. Задача формулиру-
ется следующим образом: определить значения    

ˆ, ,f P a , доставляющих максимум  целевой функ-
ции ),,( aPfF   

max ( , , ) 0F f P a =                    (44)

при ограничении, которым является уравнение 
энергетического баланса организма (уравнение 
связи).

00 =−−− ∑ i
fR WWWW a             (45)

Функция Лагранжа имеет вид

=),,( aPfG (
iDDf

P
a λ

a
− − −∑ )i

iRm cf aP Kaa− − − ∑  (46)

Возьмем производные по ˆ, ,f P a  и прирав-
няем их нулю:

; ;

.             (47)

Откуда получаем оптимальные значения  па-
раметров:

; 
i

i K
cDaa =* ;

* i i

i

D KDaf
c c

= + ∑ .              (48)

Подставив эти значения в выражение (16), по-
лучаем равновесное значение плотности ресурса:

R*=2( mcKDDac ii /)∑+ .      (49)

Равновесная плотность численности популя-
ции определяется выражением:

N*= b(KR - R*)/g .                    (50)

Для конкретного биоценоза определим оп-
тимальные  значения  параметров и покажем , что 
они являются продуктами эволюции, то есть попу-
ляция носителей этих значений признаков побеж-
дает в ходе конкуренции за ресурс. Пусть имеем  
простейший виртуальный биоценоз со следую-
щими параметрами: m = 2500 ккал. м2/кг; D = 0,2  
кг/год; Rk = 0,8 кг/м; c = 1333 ккал/особь; a 300 
ккал/кг; γ = 16 м/год. b = 2м2/кг.год.

Оптимизируемым признаком α будет толщи-
на шерстного покрова северных животных со  сле-
дующими значениями коэффициентов: Dα = 0,12 
см/год; Kα =10 ккал/см. Подставив эти значения в 
соответствующие формулы, получаем: * 4a =  см; 

*f = 248 год1; *P =0,942 кг.
По формулам (49), (50)  вычисляем равновес-

ные значения: *R =0,258 кг/м; *N =0,0677 1/м2.
Покажем, что найденные значения параме-

тров являются также эволюционно-оптимальными 
и популяция носитель этих значений выигрывает в 
конкуренции за ресурс. 

Уравнение энергетического баланса особи:

aWWWW fR ++= 0                      (51)

или 
0Rm cf a P Kaa= + + .                 (52)

Напишем уравнения конкуренции:

*1
1*

1

( )DdN Df N
dt P

a

a
= − − ,           (53)

*2
2

2

( )DdN Df N
dt P

a

a
= − − .          (54)

Из уравнения (52) выразим  вес тела особи:
* *

1 ( ) / bP mR cf K caa= − − ,        (55)
*

2 ( ) / bP mR cf K caa= − − ,         (56)

1 2( ) ( )K
dR b R R R R N N
dt

g= − − + .    (57)

Начальные условия: 1 2(0) (0) 0,04N N= =  
особь/м2; R(0) = 0,26 кг/м. 

Рассмотрим два сценария конкуренции по-
пуляций, отличающихся толщиной шерстного по-
крова. Первый – одна популяция, особи которой 
имеют покров оптимальной толщины α*, другая 
популяция имеет толщину α > α*. Второй сцена-
рий – наоборот, α < α*. В том случае, если в обоих 
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сценариях в конкуренции побеждает популяция с 
оптимальной толщиной покрова, то значение α* яв-
ляется эволюционно – оптимальным.

На рис. 2 представлены результаты конкурен-
ции двух популяций, отличающихся величиной 
признака a  (толщина шерстного покрова). Одна 
популяция – носитель ЭОЗ * 4a = см, другая име-
ет 5=a см. Видно, что популяция носитель ЭОЗ 

4* =a см выигрывает конкуренцию.
На рис. 3 представлены результаты конкурен-

ции двух популяций, отличающихся величиной 
признака a  (толщина шерстного покрова). Одна 
популяция – носитель ЭОЗ * 4a =  см, другая име-
ет 3a = см. Видно, что популяция – носитель ЭОЗ 

* 4a = см выигрывает конкуренцию.
Таким образом, видно, что величина  * 4a =

см. есть результат естественного отбора.

6. Двойственность 

Как было показано в предыдущем разде-
ле, оптимальные значения признаков организма 
можно определить, используя понятие условного 
экстремума (метод множителей Лагранжа). Ока-

залось, что  два выше упомянутых критерия эво-
люционной оптимальности (критерий Ханина – 
Семевского и критерий минимума потребляемой  
особями популяцией энергии) представляют собой 
двойственную задачу (две стороны одной медали). 
Целевой функцией прямой задачи является стре-
мящийся к максимуму коэффициент размножения, 
а функцией связи – уравнение энергетического ба-
ланса организма. В двойственной задаче целевой 
функцией является стремящееся к минимуму ко-
личество потребляемой с пищей энергии, а функ-
цией связи служит равный нулю коэффициент раз-
множения.  

Это позволит нам расширить алгоритм поиска 
ЭОЗ некоторых параметров. Конкретизируем ал-
горитм решения двойственной задачи, а именно –  
целевой функцией стало уравнение энергетическо-
го баланса организма:

0 mini
R fW W W Wa= + + →∑ .

Функцией связи стала функция приспосо-
бленности: 

0),,( =aPfF .
В этом случае функцией Лагранжа будет вы-

ражение:

0( , , ) ( , , )i
fG f P a W W W F f Pa λ a= + + +∑ .

Решив двойственную задачу, получаем значе-
ния параметров идентичные параметрам прямой 
задачи.

Продемонстрируем алгоритм поиска эволюци-
онно оптимальных параметров. Определим опти-
мальные значения параметров ˆ, , ,if P a  доставля-
ющих минимум получаемой особью энергии:

RW cf Pa Kaa= + + .             (58)
При ограничении, которым является функция 

приспособленности

( , ( )) 0DDF P f
P

aa a
a

= − − = .      (59)

Функция Лагранжа примет вид:

0( , , ) ( )DDG f P f mR cf Pa K
P

a
aa λ a

a
= − − − − + + +  (60)

Продифференцируем G  по f , P̂  и a . При-
равняв нулю производные, получаем те же самые 
значения параметров, что и в прямой задаче.      

В работе [2] рассматривается масса частных кри-
териев оптимальности и бездоказательно   утвержда-
ется, что они являются частными случаями общего 
критерия  Ханина – Семевского. Но отсутствие до-
казательства подрывает доверие к полученным ре-
зультатам. В следующем разделе мы рассмотрим по-
пулярный энергетический критерий и установим его 
связь  с критерием  Ханина – Семевского.

модель конкуренции
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Рис. 2. Модель конкуренции с * 4a = см и 5=a см
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7. Соответствие энергетического критерия 
и  общего критерия эволюционной 

оптимальности

Среди множества критериев, изложенных в 
работе [8], наиболее популярным оказался энерге-
тический критерий.

Суть энергетического критерия состоит в том, 
что организм тратит на образование и функциони-
рование какого-либо признака минимальное коли-
чество энергии. Причем, этот признак не входит 
в функцию приспособленности, то есть не влияет 
непосредственно ни на плодовитость, ни на смерт-
ность. Но этот признак присутствует в организме. 
Значит он должен влиять  каким-то образом на 
приспособленность. Пусть у одной доли популя-
ции  энергозатраты на функционирование какого 
– либо признака уменьшились на величину W∆ . 
В результате, эта доля популяции  имеет излишек  
энергии по сравнению  со второй.  Этот излишек 
организм может направить  на увеличение веса 
тела особи и/или на изменение  иного параметра. 
Пусть этот излишек пойдет на увеличение веса  
 
тела 

b

WP
c

∆
∆ = , где bc  калорийность тела особи.  

 
Равновесие биоценоза будет нарушено. Появил-
ся конкурент, у которого возросла масса тела и,  в 
следствие этого, понижен коэффициент смертно-
сти. В результате, доля популяция с новым значе-
нием признака, вытеснит оставшуюся часть. При 
этом  плотность ресурса  в соответствии с поняти-
ем двойственности переходит в новое равновесное 
состяние  с меньшей величиной.

Равновесные значения плотности ресурса и  
численностей будут определяться выражениями:

0* fW W W
R

m
∆ + +

= ;
 

* *
1 ( ) /RN K R b g= − ;

 
2 0N = .
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Рис.4. Конкуренция двух популяций

На рис. 4 приведены результаты модели-
рования конкуренции двух виртуальных попу-
ляций. Вначале в биоценозе была только одна 

популяция со значением признака a . Затем в по-
пуляции произошла мутация и появились особи, 
носители нового значения признака 1a . Энергоза-
траты на функционирование уменьшились на W∆ .  
На рис. 4 видно, что новая популяция вытесняет 
старую. Уровень плотности ресурса уменьшается 
(средняя линия).

Как видим, энергетический критерий совпадает 
с общим критерием эволюционной оптимальности.

Заключение

1.  Построена модель конкуренции за ресурс попу-
ляций, отличающихся величинами набора при-
знаков организма. 

2.  Алгоритм поиска эволюционно – оптимальных 
значений признаков организма свелся к нахожде-
нию условного экстремума  прямой и/или двой-
ственной задач выпуклого программирования.

3.  Рассмотрены случаи, когда параметр непо-
средственно не влиял ни на плодовитость, ни 
на смертность особи, а способствовал только 
уменьшению энергозатрат на функционирова-
ние соответствующего органа.

4.  Применение метода  множителей Лагранжа 
(решение прямой и двойственной задач) позво-
ляет без особого труда оптимизировать сразу 
несколько параметров организма,  поскольку 
возможно, что в природе  эволюции могут под-
вергаться одновременно несколько признаков.

5.  Показано, что, энергетический критерий согла-
суется с общим критерием эволюционной опти-
мальности Ханина – Семевского.
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