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Введение
Значительная часть рынков высокотехнологич-

ной продукции функционирует в условиях олигопо-
лии. Так, олигополистическими рынками являются, 
например, рынки авиационной техники, аппаратных 
средств информационно-коммуникационных техно-
логий (ИКТ, включая микроэлектронную продукцию), 
продукции энергетического машиностроения и др. 

В связи с тем, что динамика показателей рын-
ков тесно связана со стратегиями участников рын-

ка, представляет актуальность анализ и прогноз 
рыночных стратегий высокотехнологичных фирм. 
При разработке стратегий поведения крупных 
фирм (как олигополистов, так и частичных моно-
полистов) обычно используются гипотезы о рацио-
нальном поведении олигополистов в соответствии 
с различного рода критериями эффективности 
(например, чистой текущей стоимости, прибыли и 
др.) или о приоритетности для фирм других целей 
(например, достижения желаемой доли на рынке, 
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внедрения новых продуктов, что характерно для 
рынков новой наукоемкой продукции). 

В зависимости от конкретных рыночных ус-
ловий задача формирования стратегий крупных 
фирм может состоять в определении равновесия 
динамической игры по Нэшу- Курно, по Бертрану 
(в случае олигополий, см. [1]), по Штакельбергу 
или по Форхаймеру (в случае частичных олиго-
полий или монополий, см. [2]). Наиболее распро-
страненный подход к моделированию поведения 
участников реальных олигополистических рын-
ков связан с использованием линейных динами-
ческих игр с квадратичными критериями (см., 
например, [3–7].

В настоящей статье рассматриваются практи-
ческие аспекты моделирования динамики показа-
телей реальных высокотехнологичных рынков на 
основе методов теории управления и динамиче-
ских игр для целей анализа и прогнозирования.

1. Рассматриваемая модель

Проводимый в настоящей статье анализ 
основан на использовании агрегированной ди-
намической модели рационального поведения 
участников олигополии в виде линейной дина-
мической игры по Нэшу-Курно с квадратичным 
критерием, в которой участвуют N  фирм-олиго-
полистов [6–10].

Центральным блоком модели является сле-
дующая зависимость, связывающая объемы про-
изводства itQ  со входной переменной itu  (в за-
висимости от решаемой задачи инвестициями в 
основной капитал или вводом мощностей), i – ин-
декс фирмы, 1,2,...,i N= :

0
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где ( )  ( ) / ( ) i i iW z B z A z=  – передаточная функция, 
причем ( ),  ( ) i iA z B z  – полиномы относительно 
переменной z , представляющей собой оператор 
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где 0itQ  – слагаемое, характеризующее начальные 
условия. Другой блок модели – обратная функция 
(оператор) спроса. В модели предполагается ба-
ланс суммарного спроса tD  и предложения tQ , т.е.  
 

1

N

t t it
i

D Q Q
=

= = ∑  и линейная зависимость цены на  
 
рынке  tp от объема спроса:

,t t t t tp a bD d a bQ dξ ξ= − + = − +         (3)

где  tξ  – экзогенная переменная (например, темп 
прироста ВВП), FtQ  , ,  ,  a b d  – параметры.

Предполагается, что олигополисты использу-
ют скользящее планирование и в каждый момент 
времени τ  максимизируют чистую текущую сто-
имость (NPV):

21[( ) ] max
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где  1/(1 ) rβ = +  – дисконтирующий множи-
тель, соответствующий ставке дисконтирования 
r ;  tp  – цена продукции;  ic  – средние произ-
водственные издержки (без амортизации);  iq  –  
 
стоимость единицы мощностей; 21  

2 i ituρ  – затраты  
 
регулирования (adjustment costs, см., например, [8, 
11]), причем  iρ  – коэффициент, характеризующий 
инвестиционные возможности олигополистов, 

1,2,...,i N= ; pT – период скользящего планирова-
ния (для упрощения записи формул ставки налогов 
приняты равными нулю). Управляющими перемен-
ными в модели являются инвестиции в основной 
капитал или вводы мощностей itu , 1,2,...,i N= .

2. Проблемы, связанные с расчетом 
оптимальных стратегий участников 

олигополистических рынков 

2.1.  Использование обобщенных  
матричных уравнений Риккати
Для проведения прогнозных расчетов на ос-

нове модели (1)-(4) могут быть использованы два 
подхода: 1). основанный на представлении модели 
в пространстве состояний и использовании обоб-
щенных (generalized, в англоязычной литературе ис-
пользуются также термин coupled) матричных урав-
нений Риккати (см., например, [3–5]; 2). основанный 
на использовании операционного исчисления [6,7]. 
Эти подходы взаимно дополняют друг друга.

При использовании первого подхода для рас-
чета как разомкнутых (open-loop), так и замкнутых 
(closed-loop, feedback или Markov perfect), опти-
мальных по Нэшу-Курно стратегий, следует пред-
варительно представить модель (1)-(4) в эквива-
лентной форме в пространстве состояний:

1
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,
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где матрицы и векторы 
0 t,  ,  ,  ,  ,   ,  , ,     i i i it tA B D H C q X ξ  1,2...i N=  свя-
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заны с параметрами и переменными исходной мо-
дели. Получаемые оптимальные стратегии участ-
ников олигополии itu  (как разомкнутые OL, так и 
замкнутые CL) линейно связаны с вектором состо-
яния системы (5) соотношением:

1 1;OL OL OL CL CL CL
it it t it it it t itu K X K Xη η− −= + = +  , (7)

в котором itKν  и , ,it OL CLνη ν =    − векторы, завися-
щие от решений обобщенных уравнений Риккати 
[3,5].

Опыт моделирования динамики показателей 
реальных олигополистических рынков свидетель-
ствует о том, что методы расчета оптимальных 
стратегий участников рынков, основанные на ре-
шении обобщенных матричных уравнений Рикка-
ти, могут приводить к вполне удовлетворительным 
результатам. Однако следует отметить, что получа-
емые при этом решения не обладают достаточной 
наглядностью, требуемой при анализе влияния тех 
или иных параметров и показателей моделей на ис-
следуемые экономические переменные.

Более того, при некоторых значениях параме-
тров моделей решения уравнений Риккати, имеющие 
экономический смысл, вообще могут отсутствовать, 
в то время, как оптимальные игровые стратегии суще-
ствуют [5]. Так, при реализации скользящего плани-
рования с использованием итерационного алгоритма 
решения обобщенных уравнений Риккати, применя-
ется процедура обращения матриц, которые нередко 
оказываются плохо-обусловленными. Из-за этого 
может не обеспечиваться устойчивость систем (5) со 
стратегиями (7), что во многих случаях делает невоз-
можным применение игровой модели скользящего 
планирования с конечным горизонтом планирования 
(5)-(6). Как показывает опыт проведения вычислений, 
это явление характерно для случая зависимости цены 
от совокупного объема производства в (3) с некото-
рым лагом, например, когда 1t t tp a bQ dξ−= − +  
или 1 1t t t tp ap bQ dξ− −= − + .

В связи с отсутствием продвинутой теории 
для линейных динамических игр с квадратичным 
критерием и со скользящим горизонтом планиро-
вания (в отличие от линейных систем управления 
см., например, [12]), исследование устойчивости 
олигополии приходится проводить с использова-
нием компьютерного моделирования. Компью-
терные эксперименты показали, что, например, 
для модели (5)-(6) с передаточной функцией 

2 2( ) * /( )iW z z zα λ= − , α >0, 0<λ<1, а также при 
высоких инвестиционных возможностях участни-
ков рынка, устойчивость олигополии, как динами-
ческой системы, зависит от того, в какой области 
локализован параметр λ, от числа участников оли-

гополии, а также от величины периода скользяще-
го планирования Tp [6].

2.2.  Использование операционного исчис-
ления для определения оптимальных по 
Нэшу разомкнутых стратегий олигополи-
стов (факторизация полиномов)
В статьях [6,7] предложен второй, более нагляд-

ный и удобный для экономического анализа подход 
к определению оптимальных разомкнутых игровых 
стратегий олигополистов при достаточно большом 
периоде скользящего планирования pT → ∞ 1. Этот 
подход основан на использовании операционного 
исчисления (а также широко распространенного при 
исследовании дискретных систем управления и в те-
ории связи Z-преобразования, см., например, [13,14]) 
и нахождении экстремума функционалов в гильбер-
товом пространстве (см. [15]). При его использова-
нии, из необходимого условия экстремума функ-
ционала (6) можно получить формулы для расчета 
оптимального управления itu  (производственных 
инвестиций, вводов мощностей и др.) и объемов про-
изводства itQ i-го олиголиста, максимизирующего 
критерий NPV с учетом затрат регулирования [6,7].

Так, при равновесии по Нэшу-Курно спра-
ведливы следующие соотношения (для упро-
щения формул, далее принято, что 0tξ ≡ , 

0 0, 1,2... .itQ i N≡ =  ):
1( ,( ) )( ) ( ),i

it i it t i
z zQ W z u p PL

b
β −Γ

= = −      (8)

где: / (1 )i i iiPL c q W r= + +  – приведенные затраты 
i-ой фирмы; 
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ρ β

−
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, 1,2...i N= (9)
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1
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N

t iN
i

i

p a z z PL
z z

β
β

−

− =

=

= + Γ
+ Γ

∑
∑

 (10)

При равновесии по Штакельбергу в дуопо-
лии формула для расчета объема производства фир-
мы-лидера LtQ  (игрок 2) имеет следующий вид:

   (11)

1  Следует отметить, что целесообразность использования 
предлагаемого подхода для расчета оптимальных по Нэшу-Курно 
разомкнутых стратегий обусловлена тем, что во многих случаях 
значения расчетных показателей при бесконечном (TP →∞) и при 
конечном периоде скользящего планирования (TP≈10÷15) близки. 
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где

11
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1
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+ Γ + Γ 
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1
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Γ
+

+

. (13)

Для получения выражений, характеризую-
щих динамику рассматриваемых показателей во 
временной области, необходимо провести факто-
ризацию правых частей выражений (9)-(13). Фак-
торизация многочленов может быть проведена, 
например, в среде MATLAB с использованием про-
цедур поиска корней полиномов, а также процедур 
формирования соединений систем, реализованных 
в Control Systems Toolbox (таких, в частности, как 
series(.), parallel(.), feedback(.) и др.). При невысо-
ком порядке передаточной функции i W (z)  такие 
расчеты могут быть также проведены с использо-
ванием нашедших широкое распространение элек-
тронных таблиц [16].

Предложенный метод обеспечивает, в отли-
чие от обобщенных уравнений Риккати, экономи-
чески приемлемые решения для широкого диапа-
зона изменения параметров модели (1)-(4). 

При использовании данного подхода для 
определения оптимальных стратегий олигополи-
стов становится понятной целесообразность введе-
ния таких индикаторов, как предельно допустимые 
затраты для участников рынка (т.н. «приведенные» 
затраты) / (1 )i i i iPL c q W r= + + , а также ин-
дикатор рыночных (инвестиционных) возможно-
стей [1,(1 )]i rΓ +  (см. (9), можно показать, что, чем 
выше [1,(1 )]i rΓ + , тем большая рыночная доля мо-
жет быть достигнута i-ой компанией при прочих 
равных условиях). 

Метод удобен, в частности, при оценке пер-
спектив утверждения на олигополистическом рын-
ке передовой компании, использующей продукты 
и технологии, которые могут быть отнесены к 
«прорывным». Так, если на олигополистическом 
рынке присутствуют две группы олигополистов: 
N1 олигополистов с одинаковыми предельно допу-
стимыми затратами 1PL  и N2 «передовых» олиго-
полистов с одинаковыми предельно допустимыми 
затратами 2 1PL PL< , то установившийся уровень 
рыночной доли второй группы составит:

2 2 2 1 1 1 2
2

1 1 1 2 2 2

[1,(1 )]{ [1,(1 )]( )}( ) .
[1,(1 )]( ) [1,(1 )]( )

N r a PL N r PL PLMS
N r a PL N r a PL

Γ + − + Γ + −
∞ =

Γ + − + Γ + −
 (14)

Очевидно при N1→∞:

2 2 1 2
2

1

[1,(1 )]( )}( ) .
( )

N r PL PLMS
a PL

Γ + −
∞ =

−
       (14a)

Полученные формулы позволяют проанали-
зировать влияние основных параметров динамиче-
ской модели (1)-(4) на продвижение на рынке груп-
пы передовых компаний. Они представляют собой 
обобщение формул полученных для статической 
модели [17](Vives, 1999), на случай динамических 
олигополий [6].

Кроме того, используя свойства Z-преобразо-
вания, можно при постоянных iPL , основываясь 
на (8), оценить установившиеся уровни производ-
ства участников рынка ∞iQ [18]:

(1,(1 )) ( ),i
i i

rQ p PL
b∞ ∞

Γ +
= −          (8a)

цены 
1

N

i
i

p a b Q∞ ∞
=

= − ∑ , рыночных долей фирм  
 

( )iMS ∞ , а также других показателей. Из (8), (8a) 
следует, что объемы производства и рыночная 
доля фирм тем выше, чем меньше их лимитиру-
ющие затраты iPL  и коэффициенты iρ , характе-
ризующие их инвестиционные возможности (их 
значение влияет на величину Γi(1,1+r)). Послед-
нее соотношение может быть использовано при 
оценке значений коэффициентов iρ , при которых 
достигаются желаемые (целевые) установивши-
еся уровни производства участников рынка ∞iQ , 
согласованные с критерием оптимизации NPV (). 
Так, очевидно:

( ) 1 (1) (1 ) ( (1) (1 ),i
i i i i i i

i

p PL bW W r bW W r
bQ

ρ δ∞

∞

 −
= − + = −1) + 

 
   (15)

где ( )i
i

i

p PL
bQ

δ ∞

∞

−
=  – характеристика инвестици- 

 
онных ограничений i-й фирмы (в статической мо-
дели Курно, в которой отсутствуют такие ограни-
чения, iδ =1) 1,2,...i N= .

Использование операционного исчисления 
также упрощает получение аналитических за-
висимостей и проведение доказательств утверж-
дений и фактов, имеющих важное прикладное 
значение. 

В связи с тем, что можно провести фактори-
зацию операторов 1[ ,( ) ]i z zβ −Γ  и 1( ,( ) )L z zβ −Γ ,  
определяемых соотношениями (9) и (13), т.е. пред-
ставить их в виде:

*
1 1[ ,( ) ] ( ) (( ) )i i iz z S z S zβ β− −Γ = ,       (16)

1,2... ,i N L=  , где корни многочлена ( )S z  локали-
зованы внутри круга с радиусом 1/ 2β − на комплекс-
ной плоскости, а корни многочлена 1(( ) )S zβ − – вне 
этого круга [7], то для любой функции tx  справед-
ливо
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            (17)

Учитывая (13), (17) можно также показать, 
что:

1 2

0
,  [ , ( ) ] , .i

t
t t t t t

t
x z z x x x xβ β

∞
−

=

Γ ≤ = ∑   (18)

Действительно, 

,

в силу того, что 1,  0
 ( ) (( ) )

i
t t

i i i

x x
bW z W z

ρ
ρ β − ≥

+
.  

 
Таким образом, можно считать, что 

10 [ , ( ) ] 1i z zβ −

∞
≤ Γ ≤  (в дальнейшем последнее 

неравенство будет записываться, как 0 (.,) 1i≤ Γ ≤ ).  
Это позволяет обращаться с операторами типа 

1[ , ( ) ]i z zβ −Γ , почти как с положительными чис-
лами, меньшими по величине 1, что существенно 
упрощает получение многих результатов. В част-
ности, упрощается проведение сравнительного 
анализа оптимальных стратегий участников рын-
ков различных типов, например, стратегий, оп-
тимальных по Штакельбергу и Нэшу-Курно. Так, 
на основе операционного исчисления достаточно 
просто может быть доказано следующее утверж-
дение.

Утверждение. В дуополии чистая текущая 
стоимость NPV (без затрат регулирования) фир-
мы-лидера (игрока с номером 2), следующего 
стратегии Штакельберга, выше, чем при использо-
вании им оптимальной стратегии по Нэшу-Курно, 
т.е. 2 2Stack NashNPV NPV≥ .

Доказательство. NPV (без затрат регулиро-
вания) фирмы-лидера, придерживающейся соот-
ветственно стратегий Штакельберга 2StackNPV  и 
Нэша-Курно 2NashNPV , с учетом (8)-(13) можно 
представить следующим образом:

1 1
2 1

2 2

21
2 1 1 2

[1 ( ,( ) )] [ ,( ) )( ), ( )

[ ,( ) ]* ( ) ,

Stack Stack StackL
t t

z z z zNPV p PL p PL
b

a PL z z PL PL FS

β β

β

− −

−

+ Γ Γ
= − − =

= − + Γ −

           (19)

где
1[ ,( ) ) /

1 1 2[1 ( ,( ) )][1 ( ,( ) )]1

z z bLFS
z z z zL

β

β β

−Γ
=

− −+ Γ + Γ
;                                   (20)

1
2 2 2

2

21
2 1 1 2

[ ,( ) ]( )( ),

[ ,( ) ]* ( )

Nash
Nash Nash t

t
z z p PLNPV p PL

b

a PL z z PL PL FN

β

β

−

−

Γ −
= − =

== − + Γ −

,                        (21)

где
1

2
1 1 2

1 2

[ ( ,( ) ) / ]
[1 ( ,( ) ) ( ,( ) )]

z z bFN
z z z z

β
β β

−

− −

Γ
=

+ Γ + Γ
                                          (22)

(под 
2

t A
x  понимается 

2

0
, t

t t t t tA
t

x x Ax x Axβ
∞

=

= = ∑ , A – оператор).

Таким образом:
22 2 1

2 1 1 2[ ,( ) ]* ( ) ,Stack NashNPV NPV a PL z z PL PLβ −− = − + Γ − Λ          (23)
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Таким образом, в (23), (24) оператор 0Λ ≥  и, 
следовательно 2 2Stack NashNPV NPV≥ . Утвержде-
ние доказано.

2.3.  Модель последовательного обновле-
ния выпускаемой продукции (типа vintage)
В ряде высокотехнологичных отраслей компа-

нии регулярно обновляют продукцию, вводя новые 
производственные линии. При этом продолжается 
выпуск продукции на старых мощностях. Нагляд-
ным примером является компания Intel, которая с 
конца 1990 гг. реализовала двухгодичный цикл пе-
рехода производства микросхем на новый техноло-
гический процесс (в первый год на производство 
схем с уменьшенным топологическим размером, а 
во второй год ― на производство микропроцессо-
ров с новой или усовершенствованной архитекту-

рой 2). При моделировании динамики экономиче-
ских показателей подобных процессов и оценке их 
эффективности также могут быть полезны методы 
операционного исчисления.

Для иллюстрации рассматриваемого подхода 
ниже рассматривается один из простых вариантов 
модели типа vintage применительно к монопольно-
му производителю [19].

Пусть в каждый год τ компанией-монополистом 
вводится производственная линия мощностью uτ . 
Пусть объем производства новой продукции в году 
t ,tQ τ на производственной линии, введенной в году 
τ, составляет ,t tQ K uτ τ τ−= , где tK τ−  – переходная 
функция, характеризующая использование мощно-
сти. Пусть обратная функция спроса на продукцию 
представляет собой линейную функцию выпуска 
2  В этом заключалась стратегия “tick-tock”.

где 

1
2

1 1 2
1 2

1 1 21
1 22

1 1 2
1 2 2

1[ ,( ) ) / [ ( ,( ) ) / ]
1 1 2 [1 ( ,( ) ) ( ,( ) )][1 ( ,( ) )][1 ( ,( ) )]1

1[ ,( ) )[1 ( ,( ) ) ( ,( ) )]( ,( ) ) /
[1 ( ,( ) ) ( ,( ) )] ( ,( )

z z b z z bL
z z z zz z z zL

z z z z z zz z b L
z z z z z z

FS FN
β β

β ββ β

β β ββ
β β β

−

− −

− −−

− − −

−Γ Γ
− =

− − + Γ + Γ+ Γ + Γ

−Γ + Γ + ΓΓ
=

+ Γ + Γ Γ

Λ = − =

1
11 1 2)[1 ( ,( ) )][1 ( ,( ) )]1 z z z zLβ β

 
 − − −+ Γ + Γ   .           (24) 

C учетом (9) и (13) первое слагаемое в скобках (24) принимает следующий вид:
1 1 1 2

1 2
1 1 1 2

2 1
1

1 1 1 22 2
2 2 2 2 1 21

1

2 1

[ ( ,( ) )]*[1 ( ,( ) ) ( ,( ) )]
[ ( ,( ) )]*[1 ( ,( ) )]*[1 ( ,( ) )]

( ) (( ) )[ ( ) (( ) )]*[ ]*[1 ( ,( ) ) ( ,( ) )]
1 ( ,( ) )

{ [1 ( ,( )

L

L

z z z z z z
z z z z z z

bW z W zbW z W z z z z z
z z

z z

β β β
β β β

βρ β ρ β β
β

ρ β

− − −

− − −

−
− − −

−

−

Γ + Γ + Γ
=

Γ + Γ + Γ

+ + + Γ + Γ
+ Γ

=
+ Γ

2

1 1 2
2 2
1

1 1 1 22 2
2 2 2 2 1 21

1
1 1 1 1 2

2 1 2 2 2 2

2
2 2 2

)] 2 ( ) (( ) )}

( ) (( ) )[ ( ) (( ) )]*[ ]*[1 ( ,( ) ) ( ,( ) )]
1 ( ,( ) )

{ [1 ( ,( ) ) ( ,( ) )] [ ( ) (( ) )]*[1 ( ,( ) )]}

( ) (

bW z W z
bW z W zbW z W z z z z z

z z
z z z z bW z W z z z

b W z W

β

βρ β ρ β β
β

ρ β β β β

ρ ρ

−

−
− − −

−

− − − −

=
+

+ + + Γ + Γ
+ Γ

= =
+ Γ + Γ + + Γ

+
=

2

1 1 2
1 1 2 2

1 1
1 1

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 1 1
1 2 1 2

2 ( ,( ) ) [ ( ) (( ) )]( ) )
1 ( ,( ) ) 1 ( ,( ) )

[ ( ) (( ) )]*[1 ( ,( ) )] [ ( ) (( ) )]*[1 ( ,( ) )]2
1 ( ,( ) ) ( ,( ) ) 1 ( ,( ) ) ( ,( )

z z bW z W zz
z z z z

bW z W z z z bW z W z z z
z z z z z z z z

β ββ
β β

β β β βρ ρ
β β β β

− −
−

− −

− − − −

− − − −

+ Γ
+

+ Γ + Γ

+ Γ + Γ
+ +

+ Γ + Γ + Γ + Γ

2 1

)

≥
 
 
 

  

 (25)

Последнее неравенство следует из того, что для положительного оператора 2 1( ) (( ) )i i iW W z W z
β

β −= ,  
а также при 0 (.,) 1i≤ Γ ≤ , i=1,2 справедливо:

2

2

1 1 2
2 1 1 2 2

2 2 2 1 1
1 1

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

2 1 1
1 2 1

2 ( ,( ) ) [ ( ) (( ) )]( ) (( ) )
1 ( ,( ) ) 1 ( ,( ) )

[ ( ) (( ) )]*[1 ( ,( ) )] [ ( ) (( ) )]*[1 ( ,( ) )]2
1 ( ,( ) ) ( ,( ) ) 1 ( ,(

z z bW z W zb W z W z
z z z z

bW z W z z z bW z W z z z
z z z z z

β βρ ρ β
β β

β β β βρ ρ
β β β

− −
−

− −

− − − −

− −

+ Γ
+ + ≥

+ Γ + Γ

+ Γ + Γ
≥ + +

+ Γ + Γ + Γ

2

1 1
2) ) ( ,( ) )z z zβ− −

 
 

+ Γ 

   

 (26)
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продукции с этих мощностей:
, ,t t tp a b Q a b K uτ τ τ τ τ τ τ τ−= − = − ,       (27)

где ,tp τ  – цена продукции в году t с производствен-
ной линии, введенной в году τ; ,  a bτ τ – параметры.

Необходимо определить оптимальные объе-
мы ввода мощностей, максимизирующие чистую 
текущую стоимость NPV:

2
[0, )

0 0 0
[( ) ]

t
t

t t
t

NPV a c b K u K u uτ
τ τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ

β β ρ
∞ ∞

∞ − −
= = =

= − − −∑ ∑ ∑ , (28)

где 2uτ τρ  – затраты регулирования, cτ  ― лимити-
рующие затраты, β  ― как и ранее, коэффициент 
дисконтирования.

Приравнивая нулю производную (28) по uτ , 
можно получить следующие выражения для опре-
деления оптимальных объемов ввода мощностей и 
производства со всех производственных линий:

 (29)

где
1 1 2

2
0 0

( ) ;    ( )t t
t t

t t
W K W Kβ β β β

∞ ∞
− −

= =

= =∑ ∑ .    (30)

Общий объем производства в году t со всех 
производственных линий и чистая текущая стои-
мость [0, )NPV ∞  за период [0, )∞ и (т.е. за все время 
их функционирования) составят соответственно:

1
1

2 1

[0, )
( )(1)* ( )

2( * ( ))
,

z

a cW W
b W

Q Z τ τ

τ τ

β
ρ β

−
−

=

∞

 − 
 

+  
=  (31)

1 2 2

[0, ) 1
0 2

[ ( )] ( )
4( * ( ))
W a cNPV

b W
τ τ τ

τ τ τ

β
β

ρ β

−∞

∞ −
=

 −
==  + 

∑ .   (32)

При выводе (31) использовано свойство 
Z-преобразования от суммы с бесконечным верх-
ним пределом, см. например [13,14], Z{.} ― обо-
значение Z-преобразования функции в скобках. 
Полученное выражение (32) представляет собой 
дисконтированную сумму NPVτ , связанных с про-
изводством продукции с мощностей каждого поко-
ления, и фактически является Z-преобразованием 
этих NPVτ  при 1z β −= .

С целью иллюстрации метода ниже рассма-
тривается пример расчета показателей 

[0, )
Q

∞
и 

[0, )NPV ∞ (общего объема производства продукции 
и чистой текущей стоимости со всех вводимых 
производственных линий) в случае, когда:

1 2

( )
( )( )

zW z
z z

γ
λ λ

=
− −

,                (33)

0 00 0, b

c b

a c bb ba a c c ττ τ τ
τ ττ τ µ

µ µ µ

µ µ µ ρ ρ= =

≤ ≤ ≥

= =

α

;  

  0 < 1, 1. 

   ,  ,   

 
 (34)

Расчеты при данных предположениях приво-
дят к следующим результатам:

1
0 0

[0, )
0

(1)* ( ) ,
2

b

a cb b

W W a cQ
R

β µ
µ µ µ µ

−

∞

 
  
 

= −
− −

 (35)

1 2 2 2
0 0 0 0

[0, 0 2 2
0

( ) 2 ,
4

b

a ca cbb b

W a a c cNPV
R

β µ
µ µ µ βµ µ β µ µ β

−

∞

 
  
 

= − +
−− −

 (36)

где

   (37)

1
0 0 0 2* ( )R b Wρ β −= + .             (38)

Из найденных соотношений нетрудно рассчи-
тать оценку NPV в расчете на единицу производи-
мой продукции.

На рис. 1 представлена динамика объемов про-
изводства tQ  и ввода мощностей tu  при следую-
щих значениях параметров соотношений (33)-(34):

При принятых значениях параметров данной 
модели общий объем производства [0, )Q ∞  составит 
14011 ед., а [0, )NPV ∞  – 161254 усл. денежных еди-
ниц. Объем чистой текущей стоимости на единицу  
 
продукции [0, )

[0, )

NPV
Q

∞

∞

составит 11.5 усл. денежных  
 
единиц на единицу продукции. 

Рис. 1. Динамика объемов производства tQ   
и ввода мощностей tu  в результате расчета  

в соответствии с (36)-(38) при принятых значениях 
параметров



10 Труды ИСА РАН. Том 69. 2/2019

Оценка эффективности производственных и инфраструктурных подсистем Л.Е. Варшавский

3. Примеры прогнозирования показателей 
некоторых олигополистических рынков 

высокотехнологичной продукции с 
использованием операционного исчисления

3.1.  Прогнозирование динамики показате-
лей рынка микропроцессоров на средне-
срочный период
В работе [18] в результате решения игро-

вой задачи типа (1)-(4) построены разомкнутые 
(open-loop) оптимальные по Нэшу-Курно стра-
тегии компаний-производителей микропроцес-
соров x86 (Intel и AMD) и соответствующие 
им ключевые показатели дуопольного рынка 
микропроцессоров x86 для персональных ком-
пьютеров (PC). Для большинства сценариев (со-
ответствующих разным значениям параметров
a  и b  функции спроса (3)) проведенные расче-
ты показывают стабилизацию или уменьшение 
объемов суммарного производства рассматрива-
емых процессоров для PC. Средняя цена микро-
процессоров x86при всех сценариях будет ниже, 
чем в 2015 г., а рыночная доля компании AMD 
в большинстве сценариев может быть несколько 
выше, чем в базовом 2015 г.(рис. 2).

Особое внимание уделено исследованию пер-
спективной структуры рынка микропроцессоров 
для серверов (с архитектурой x86 и ARM), т.к. с 
этим сегментом связываются наиболее актуальные 
для производителей и потребителей направления 
инновационного развития. При проведении расче-
тов предполагалось, что рынок микропроцессоров 
архитектуры x86 и ARM для серверов представля-
ет собой олигополию, участниками которой явля-
ются с одной стороны компания Intel (практически 
все производство микропроцессоров архитектуры 
x86 будет сосредоточено на ее фабриках), а с дру-
гой стороны – компании, выпускающие микропро-

цессоры архитектуры ARM. 
Рассматривались возможные в перспективе 

варианты структуры рынка, соответствующие раз-
личным величинам соотношений между удельными  
 
операционными затратами компаний 

0

i
ci

c
c

η = ,  
 
а также между коэффициентами, характеризую- 
 
щими их инвестиционные возможности 

0

i
iρ

ρη
ρ

= .  
 
Расчеты показывают, что структура рассматрива-
емого рынка в перспективе несколько более чув-
ствительна к изменениям величин соотношений 
между коэффициентами, характеризующими ин-
вестиционные возможности компаний, чем к изме-
нениям соотношений между удельными операци-
онными затратами (рис. 3).

Рис. 3. Динамика рыночной доли MS
1t

 микропро-
цессоров для серверов архитектуры ARM при раз-

личной величине соотношений между коэффициен-

тами ρη  (при условии 1cη = )

Кроме того, исследовалось также влияние 
числа новых компаний, производящих микропро-
цессоры архитектуры ARM, на показатели рынка. 
По нашим расчетам, расширение числа новых ком-
паний, обладающих значительными инвестицион-
ными возможностями, позволило бы уже к 2020 г. 
существенно повысить рыночную долю микропро-
цессоров ARM (рис. 4)

3.2.  Исследование динамики показателей  
рынка мобильной связи США
К настоящему времени мобильная связь про-

никла во все сферы жизни современного общества. 
С начала 1990 гг., когда появились разновидности 
цифровой технологии мобильной связи 2G и до на-
стоящего времени происходит неуклонное увели-
чение числа пользователей мобильной связи. 

Рост активности в отрасли мобильной свя-
зи США сопровождается повышением рыночной 

Рис. 2. Динамика средней цены микропроцессоров 

x86 tp  при разных значениях параметров обратной 
функции спроса (2015=100)
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доля крупных компаний-провайдеров. Так, на 
долю четырех компаний (Verizon, AT&T, T-Mobile 
и Sprint) приходится около 100% всех подклю-
чений и доходов от мобильного сервиса в США, 
причем доля этих компаний в подключениях в сло-
жившейся квадрополии составляла в 2017 г. соот-
ветственно 35.5%, 34.3%, 17.3% и 12.8%.

В последнее время в Федеральной комис-
сии США по связи (Federal Communications 
Commission, сокр. FCC) обсуждается проблема 
слияния T-Mobile и Sprint ! Противники объедине-
ния опасаются усиления концентрации на рынке 
всего 3-х компаний (возникнет триоолия). В свою 
очередь, сторонники слияния отмечают в качестве 
положительного факта то, что объединенная ком-
пания будет более сильным конкурентам для AT&T 
и Verizon. Кроме того, они считают, что триополия 
будет способствовать более быстрому разверты-
ванию системы 5G (см., напр. [URL: http://www.
freestatefoundation.org/images/T-Mobile-Sprint_
Merger_Offers_Public_Interest_Benefits_071218.
pdf.])

Проблема формирования эффективной струк-
туры рынка мобильных сервисов стоит и в нашей 
стране, где также высока доля концентрации услуг 
в небольшом числе компаний-провайдеров. В свя-
зи с этим, представляет практический интерес раз-
работка методических подходов к исследованию 
перспективной структуры этого рынка.

Автором на основе динамической игровой моде-
ли типа (1)-(4), с использованием комбинации рассмо-
тренных выше двух игровых подходов, проводились 
прогнозы динамики показателей рынка мобильной 
связи США в условиях как существующей квадро-
полии (N=4), так и возможной триополии (N=3). В 
частности, исследовались сценарии достижения же-
лаемых гипотетических рыночных долей компаний 
к 2030 г., согласованных с их инвестиционными воз-

можностями и оптимизацией NPV, при различных 
сценариях роста суммарного по стране мобильного 
трафика данных (является экзогенной переменной).

Проведенные расчеты показывают, что превра-
щение квадрополии мобильной связи в США в три-
ополию может существенно повлиять на структуру 
рынка в сторону повышения рыночной доли объе-
диненной компании. Так, новая объединенная ком-
пания T-Mobile+Sprint могла бы захватить наиболь-
шую долю рынка, отклонившись от гипотетических 
целей, ожидаемых другими компаниями. Например, 
при ориентации этой компании на достижение 35% 
доли на рынке в 2030 г. (вместо гипотетически пред-
полагаемой другими участниками рынка 30.1%, при 
целевых установках конкурентов на прежних уров-
нях: 35.5% и 34.3%) ее рыночная доля уже к 2025 г. 
составила бы более 36% (рис. 5). 

Рис. 5. Динамика числа подключений в компани-
ях триополии при отклонении целей компаний от 
первоначально принятых (сценарий 15%-го роста 

трафика данных)

3.3.  Исследование последствий введения 
форвардного рынка электроэнергии 
В статье [20] приводится динамический 

анализ условий и перспектив роста мощностей 
новых атомных энергоблоков (работающих в ба-
зовом режиме и характеризующихся высокими 
капиталовложениями), которые могут откры-
ваться при создании форвардного рынка элек-
троэнергии. Рассматривается рынок с диффе-
ренцированным продуктом, в качестве которого 
выступает электроэнергия с источников пико-
вой и полупиковой мощности, генерируемая в 
Ns энергокомпаниях (газотурбинные установки 
(ГТУ) и электростанции на основе возобновля-
емых источников), а также с источников базовой 
мощности (АЭС, угольные ТЭС), генерируемых 
в Nf энергокомпаниях, причем N=Ns+Nf. 

Предполагается, что компании первой группы 
участвуют на спотовом рынке. Освоение мощностей 

Рис. 4. Динамика рыночной доли MS
1t

 микропро-
цессоров для серверов архитектуры ARM при зна-
чительных инвестиционных возможностях каждой 

из новых компаний при разном их числе N
1
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в первой группе компаний происходит мгновенно 
(данное предположение близко к реальному положе-
нию дел, так как ГТУ, и особенно электрогенериру-
ющие установки на основе возобновляемых источ-
ников, обладают значительно меньшей единичной 
мощностью по сравнению с энергоблоками АЭС и 
угольных ТЭС). Эти компании принимают решения 
в зависимости от ситуации на форвардном рынке, ко-
торая определяется стратегиями второй группы ком-
паний, производящих базовую энергию.

Компании-производители базовой энергии 
являются участниками форвардного рынка. В 
рассматриваемой постановке, в соответствии с 
терминологией теории игр (отраслевых рынков), 
участники форвардного рынка относятся к груп-
пе олигополистов-лидеров, а спотового рынка – к 
группе последователей. 

Освоение вводимых мощностей в компаниях 
второй группы происходит в соответствии с зависи-
мостью типа (1), связывающей объемы производства 
электроэнергии fitq  со входной переменной fitu  (вво-
дом мощностей), i  – индекс фирмы, 1,2,...,i N= .

Другой блок модели – блок формирования 
цен, включает в себя две обратные функции спро-
са в виде линейной зависимости цен на рынке 

 , ( , )tp s fν ν =  от объемов суммарной выработки 
электроэнергии на пиковых и базовых станциях (в 
модели предполагается баланс спроса и предложе-
ния электроэнергии):

; ,st s ss st sf ft ft f fs st ff ftp a b Q b Q p a b Q b Q= − − = − −  (39)

где 
1

sN

st sit
i

Q q
=

= ∑ ,
1

fN

ft fit
i

Q q
=

= ∑ – суммарные объ- 
 
емы выработки электроэнергии на пиковых и ба-
зовых станциях, tνξ  – экзогенная переменная или 
переменная, отражающая тренд, ,  ,s fa b bν ν ν  – па-
раметры, ,s fν =  (индексы s и f относятся соот-
ветственно к производителям пиковой и базовой 
энергии). 

В модели введено предположение о равенстве 
затрат на производство электроэнергии ,si fjc c и 
ввод мощностей ,si fjv v ,внутри двух рассматрива-
емых групп компаний ( , ,si s si sc c v v= =  i=1,2,…Ns; 
cfj=cf, vfj=vf, j=1,2,…Nf.,). Кроме того, предполага-
ется, что передаточные функции в (1) одинаковы у 
всех компаний второй группы, т.е. ( ) ( )fi fW z W z= .

Предполагается также, что производители пи-
ковой энергии, участвующие на спотовом рынке, в 
каждый момент времени максимизируют чистую 
текущую стоимость (NPV) при первой обратной 
функции спроса в (39):

[( ) maxsti st i sit
sit

J p PLs q q= − → ,       (40)

где (1 )s si
i si

s

r vPLs c PLs
r

+
= + =  – приведенные  

 
затраты i-го производителя, i=1,2,…Ns ( sr – став-
ка дисконтирования) Энергокомпании-участники 
форвардного рынка знают реакцию участников 
спотового рынка на свои действия и в каждый мо-
мент времени τ , с учетом результатов оптимиза-
ции (40) участниками первой группы, максимизи-
руют чистую текущую стоимость (NPV) вида (4).

Используя свойства Z-преобразования, в 
работе показано, что с позиций развития мощ-
ностей крупномасштабной энергетики введение 
форвардного рынка может оказаться тем более 
эффективным, чем больше величина индикатора  
 
перекрестных связей sf fs

ss ff

b b
b b

γ =  (т.е. чем сильнее  
 

Рис. 6. Динамика цены на базовую энергию (в 
долл/кВт.ч.) при наличии (F) и отсутствии (Nash) 

форвардного рынка при разных значениях индика-
тора перекрестных связей γ в случае, когда базовая 

электроэнергия производится двумя компаниями 
(Nf=2)

Рис. 7. Динамика установленной новой базовой 
мощности (в ГВт) при наличии (F) и отсутствии 

(Nash) форвардного рынка при разных значениях 
индикатора перекрестных связей γ в случае, когда 

базовая электроэнергия производится  
восемью компаниями (Nf=8)
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взаимовлияние объемов производства одного 
продукта на цену другого) и чем выше уровень 
концентрации производства базовой электро-
энергии. Вместе с тем, проведенные расчеты 
при значениях параметров модели, примерно 
соответствующих агрегированным показателям 
деятельности двух групп электростанций США, 
показывают, что введение лишь форвардного 
рынка может не обеспечивать значительного вы-
игрыша с позиций стимулирования инвестици-
онной активности в крупномасштабной энерге-
тике в обозримой перспективе (как, впрочем, и с 
позиций снижения цены, рис. 6, 7).

Таким образом, совершенствование рыноч-
ных механизмов и, в частности, введение форвард-
ного рынка с целью оживления инвестиционной 
активности в крупномасштабной, и в особенности 
в атомной энергетике, даже при ее эффективности, 
должно сопровождаться комплексом мер государ-
ственной поддержки отрасли (в частности связан-
ных с фискальной политикой, например, с введе-
нием налогового кредита на ввод электрической 
мощности, снижением налога на прибыль и др.).

Заключение

Использование линейных динамических игр 
с квадратичным критерием позволяет провести 
содержательный анализ стратегий высокотехноло-
гичных компаний и разработать сценарии и про-
гнозы динамики показателей олигополистических 
рынков высокотехнологичной продукции.

Подход к расчету разомкнутых игровых 
оптимальных по Нэшу-Курно стратегий, осно-
ванный на применении операционного исчис-
ления, обеспечивает устойчивость вычислений 
при широком диапазоне изменения параметров 
моделей, а также позволяет упростить анализ 
влияния основных параметров на показатели 
рынков. Индикаторы, используемые в рамках 
предложенного подхода, могут быть использова-
ны, в частности, при формировании конкурент-
ной среды в высокотехнологичных отраслях.

Важной особенностью данного подхода яв-
ляется то, что он обеспечивает возможность про-
ведения анализа влияния различных факторов, 
присутствующих в моделях, на показатели эффек-
тивности инвестиционной деятельности непосред-
ственно на основе выводимых аналитических за-
висимостей.

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при исследовании перспектив развития 
рынков высокотехнологичной продукции, при 
разработке предложений по созданию структу-

ры формирующихся рынков, по государствен-
ной политике стимулирования инвестиционной 
деятельности, по антимонопольной политике. 
а также при формировании стратегий развития 
компаний.
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