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Введение
В работе [1] авторами предложена модель 

автокаталитического химического процесса с об-
ратной связью, являющаяся развитием широко из-
вестной модели Грея-Скотта [2] в случае однород-
ности ее решений. Модель является системой трех 
нелинейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений

                    (1)

c положительными фиксированными параметрами 
 и меняющимся бифур-

кационным параметром µ . В работе [1] числен-
но показано, что при росте значений параметра 

1.0≥µ  система уравнений (1) имеет каскад би-

фуркаций Фейгенбаума удвоения периода устой-
чивых циклов и затем хаотическую динамику при 

153.0=µ , перемежающуюся одним окном пери-
одичности цикла периода пять при 155.0=µ  и 
цикла с удвоенным периодом десять. Затем числен-
но показано, что в системе (1) реализуется обратное 
дерево Фейгенбаума вплоть до рождения устойчи-
вого цикла периода один. Но, так как устойчивые 
циклы каскада бифуркаций Фейгенбаума являются 
регулярными аттракторами, то проведенный в рабо-
те [1] численный анализ не позволяет ответить на 
вопрос о природе хаотической динамики, найден-
ной в системе (1) авторами работы [1].

Решению поставленной задачи посвящена 
настоящая работа, где проведен аналитический 
и численный анализ перехода к хаосу в системе 
(1). Доказано, что при определенных значениях 
параметров системы переход к хаосу в ней про-
исходит в полном соответствии с универсальной 
бифуркационной теорией Фейгенбаума-Шар-
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ковского-Магницкого [3-7] через каскад бифур-
каций Фейгенбаума удвоения периода устой-
чивых циклов, затем через субгармонический 
каскад бифуркаций Шарковского и затем через 
начальную стадию гомоклинического каскада 
бифуркаций Магницкого.

1. Область диссипативности  
и особые точки системы

Исследуем область диссипативности системы 
(1). Вычислим:

где 3,2,1, =iFi – правые части уравнений систе-
мы. Найдем особые точки ),,( *** zyxO =  систе-
мы (1), приравняв к нулю правые части ее уравне-
ний:

Получим, что 

, 

Тогда
0/1/1),,( 2

**** <−+−≤ δσyzyxFdiv  
при . 
Следовательно, при таком соотношении параме-
тров система (1) диссипативна в окрестности осо-
бой точки .O  

2. Исследование устойчивости и вида 
бифуркации особой точки

Исследуем устойчивость особой точки O  
системы (1). Матрица линеаризации правой части 
системы в особой точке имеет вид:
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а ее характеристическим уравнением является 
уравнение: 

Рассмотрим систему (1) при фиксирован-
ных значениях параметров σ = 0.00495, δ = 0.014,  

μ = 0.16, при которых уравнение (1) имеет хаотиче-
скую динамику при k = 10.07 и цикл периода пять 
при k = 10.057. Параметр k выберем в качестве би-
фуркационного параметра. 

Теорема 1. Особая точка O  системы (1) асим-
птотически устойчива при  При 

*kk <  особая точка O  становится неустойчивой, 
и из нее в результате бифуркации Андронова-Хоп-
фа мягко рождается устойчивый предельный цикл. 

Доказательство. Перепишем характеристи-
ческое уравнение в виде:

 ,0)()()( 32
2

1
3 =+++ kakaka λλλ

где

В силу критерия Рауса-Гурвица особая точка O  
асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда

Заметим, что 0)(1 >ka  при  
0)(2 >ka  при  0)(3 >ka , а 

)()()( 321 kakaka >  при 

.09737.36466872.73706333.33478323.157 2468 >+−+− kkkk

Находя численно корни последнего многоч-
лена четвертой степени относительно 2k , полу-
чим, что неравенство выполнено при  
Таким образом, особая точка O  системы (1) 
асимптотически устойчива при  или 
при  Следовательно, при *kk <  
особая точка O  становится неустойчивой и 

)()()( 321 kakaka < . В точке бифуркации *kk =  
имеем )()()( *3*2*1 kakaka = . Покажем, что это 
условие означает мягкое рождение предельного 
цикла из особой точки O  в результате бифурка-
ции Андронова-Хопфа. Действительно, найдем 
значение *k , при котором корни характеристиче-
ского уравнения имеют вид: ,01 <λ  ,2 ωλ i=  

ωλ i−=3 , что является условием наличия в точке 
*k  бифуркации Андронова-Хопфа. При таком зна-

чении *k  по теореме Виета имеют место равенства: 
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Подставляя из второго и третьего равенств 
выражения для 1λ  и 2ω  в первое равенство, по-
лучим, что )()()( *3*2*1 kakaka = , то есть имен-
но при таком значении *k  в системе уравнений (1) 
происходит бифуркация Андронова-Хопфа. Теоре-
ма доказана.

Из Теоремы 1 следует, что наибольший ин-
терес представляет изучение возможных каскадов 
бифуркаций при *kk <  устойчивого предельного 
цикла, рожденного из особой точки O  при *kk =  
в результате бифуркации Андронова-Хопфа. Имен-
но в этом случае в системе (1) возможно существо-
вание всех трех каскадов бифуркаций устойчивых 
предельных циклов и бесконечного числа хаоти-
ческих сингулярных аттракторов в соответствии с 
универсальной бифуркационной теорией Фейген-
баума-Шарковского-Магницкого. 

Исследование следующих бифуркаций при 
уменьшении значений бифуркационного параме-
тра *kk <  аналитическими методами, начиная с 
бифуркации удвоения периода родившегося пре-
дельного цикла, является чрезвычайно сложной за-
дачей. Для этого необходимо найти аналитически 
мультипликаторы цикла, что возможно в весьма 
редких случаях, и определить такое значение па-
раметра k , при котором все три мультипликатора 
являются вещественными числами, причем один 
из них равен +1, второй -1, а третий лежит в ин-
тервале (-1,0). Поэтому, дальнейшее исследование 
усложнения динамики решений системы (1) прове-
дем численными методами. 

3. Сценарий перехода к хаосу

Проведем численное исследование систе-
мы (1) при фиксированных значениях параме-
тров  и умень-
шении значений бифуркационного параметра 

. При  система (1) 
имеет устойчивый (асимптотически орбитально 
устойчивый) предельный цикл, из которого при 
значении k ≈ 10.853 рождается устойчивый пре-
дельный цикл удвоенного периода. При дальней-
шем уменьшении значений параметра k  в системе 
(1) наблюдается каскад Фейгенбаума бифуркаций 
удвоения периода циклов. Устойчивый цикл пе-
риода 4 рождается при k ≈ 10.1114 (рис.1,а), цикл 
периода 8 рождается при k ≈ 10.0985, цикл периода 
16 рождается при k ≈ 10.0954 т.д. При k ≈ 10.0945 
в системе (1) существует первый самый простой 
сингулярный (хаотический) аттрактор – аттрактор 
Фейгенбаума – непериодическая траектория, явля-
ющаяся пределом последовательности циклов из 
каскада Фейгенбаума (рис.1,б). 

При дальнейшем уменьшении значений па-
раметра k  обнаруживается последовательность 
устойчивых циклов в соответствии с порядком 
Шарковского. Так, например, цикл периода 12 
субгармонического каскада обнаруживается при  
k ≈ 10.093, периода 14 – при k ≈ 10.091, цикл пери-
ода 10 обнаруживается при k ≈ 10.0897, цикл пери-
ода шесть – при k ≈ 10.086 (рис. 1,в), цикл периода 
семь – при k ≈ 10.0658, цикл периода пять – при  
k ≈ 10.057 (рис. 2,б) и, наконец, цикл периода три, 
завершающий субгармонический каскад бифурка-
ций Шарковского, обнаруживается при k ≈ 10.03 
(рис. 2,в). На рис. 2,а изображен один из сингуляр-
ных субгармонических аттракторов системы (1), 
найденный при k ≈ 10.07.

Рис. 1. Проекции на плоскость (z, y) устойчивого 
цикла периода 4 субгармонического каскада  

бифуркаций при k ≈ 10.105 (а), аттрактора Фейген-
баума при k ≈ 10.0945 (б) и цикла периода 6 при  

k ≈ 10.086 (в)

 
Рис. 2. Проекции на плоскость (z, y) одного из 

субгармонических сингулярных аттракторов при k 
≈ 10.07 (а), устойчивого цикла периода 5 субгармо-
нического каскада бифуркаций при k ≈ 10.057 (б) и 

устойчивого цикла периода 3 при k ≈ 10.03 (в)

Как известно (см. [4]), последний цикл суб-
гармонического каскада бифуркаций – цикл пери-
ода три является третьим циклом гомоклиническо-
го каскада, последовательность циклов которого 
должна сходиться к петле сепаратрисы седло-фо-
куса особой точки O , однако, при данном наборе 
значений параметров системы в ней не существует 
не только петля сепаратрисы, но и циклы гомокли-
нического каскада, начиная с цикла 4C . 

Таким образом, численно установлено, что 
в системе (1) при изменении значений параметра 
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k реализуется каскад бифуркаций Фейгенбаума 
удвоения периода устойчивых предельных ци-
клов, полный субгармонический каскад бифурка-
ций устойчивых циклов в соответствии с порядком 
Шарковского и неполный гомоклинический каскад 
бифуркаций Магницкого. Некоторые циклы суб-
гармонического каскада бифуркаций и сингуляр-
ные в смысле теории ФШМ аттракторы изображе-
ны на рис. 1,2.

Заключение

В работе проведен аналитический и числен-
ный анализ системы нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений, являющейся моде-
лью автокаталитического химического процесса с 
обратной связью. Найдены условия мягкого рожде-
ния предельного цикла в системе в результате би-
фуркации Андронова-Хопфа. Численно показано, 
что переход к хаосу в системе осуществляется в 
полном соответствии с универсальной бифурка-
ционной теорией Фейгенбаума-Шарковского-Маг-
ницкого через субгармонический и начальную 
стадию гомоклинического каскада бифуркаций 
устойчивых предельных циклов. Доказано, что не-
регулярными (хаотическими) аттракторами систе-
мы являются исключительно сингулярные в смыс-
ле теории ФШМ-аттракторы. 
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Abstract. The paper presents an analytical and numerical analysis of the transition to chaos in the model of 
an autocatalytic chemical process with feedback, which is a three-dimensional system of nonlinear ordinary 
differential equations. The conditions for the birth of a limit cycle in the system as a result of Andronov-Hopf 
bifurcation are found. It is shown numerically that the transition to chaos in the system is carried out in full 
accordance with the universal bifurcation theory of Feigenbaum-Sharkovsky-Magnitskii (FShM) through the 
subharmonic and initial stage of the homoclinic cascades of bifurcations of stable limit cycles. 
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