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Введение
Мы будем рассматривать математические 

модели возникающие при описании процес-
сов распространения электромагнитных волн 
в анизотропных средах [1] и при рассмотрении  
нестационарных внутренних волн в несжимае-
мой стратифицированной вращающейся жидко-
сти [2].

Особенности распространения электромаг-
нитных волн в анизотропных средах определяются 
спецификой материальных уравнений. Если длина 
волны мала по сравнению с пространственными не-
однородностями, то эти уравнения можно записать 
в виде, учитывающем только временную диспер-
сию и после введения потенциалов электрического 
и магнитного поля ,  и не-
которых простейших преобразований и предполо-
жений, мы придем к уравнениям (см. [1], стр. 28) 
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 (1)

где  – диагональные элементы тензоров элек-
трической и магнитной восприимчивости и 

. В данной работе 
мы рассмотрим обратные задачи об определении 
коэффициентов  для общих уравнений вида 

                 (2)

где  
 

 
. Уравнение (2) допол-

няется условиями переопределения 

                        (3)

где  – некоторые функционалы, условия на ко-
торые мы приведем ниже, и краевыми условиями 

             (4)

где  или . 
Близкие к (2) уравнения и системы возникают в те-
ории упругости (материалы с памятью) [3, 4], фи-
зике (модели фазового поля, теплоперенос) [5,6], и 
во многих других областях. Наиболее полно рас-
смотрен случай параболического (см. [3,4,7-11]) 
или гиперболического (см. [6, 12] оператора , 
причем рассмотрен и самый общий случай, когда 

 или , где оператор  уже яв-
ляется не обязательно дифференциальным, а явля-
ется генератором аналитической полугруппы (см., 
например, [8]-[11]). Cлучайпсевдопараболическо-
го оператора  также рассматривался (см. [13]). В 
случае , мы приходим к моделям типа Гур-
тина-Пипкина, которым посвящено значительное 
количество работ (см. [14, 15]). Эллиптический 
случай, по-видимому, не рассматривался, за ис-
ключением одной модельной ситуации (см. [16]), 
где . Обратные задачи для псевдопараболи-
ческих уравнений рассматривались, например, в 
[17]-[20] В данной работе мы описываем числен-
ный алгоритм решения задачи (1)-(4) и результаты 
численных экспериментов.

1. Определения и вспомогательные 
результаты

Мы будем использовать некоторые результа-
ты из работы [21]. Запишем условия на данные за-
дачи. Оператор  предполагается эллиптическим, 
т.е. 

где  - положительная постоянная. Далее мы пред-
полагаем, что 

  (5)

и выполнены условия согласования 
                          (6)

            (7)

Пусть  – матрица с элементами 
. Мы предположим, что су-

ществует  такая, что 

                      (8)

где  есть решение  задачи:   
Мы рассматриваем задачу (2)-(4) считая, что функ-
ционалы  удовлетворяют условиям условиям

 (9)

и, таким образом, . Кроме того будем 
считать, что  п.в. в случае граничных данных 
Дирихле и  ( ) п.в. в 
случае условий с косой производной.

Теорема 1. Пусть  выполнены ус-
ловия (5)-(9), ,  

,  . Тогда суще-
ствует единственное решение задачи (2)-(4) та-
кое, что , , 

 . 
Доказательство этой теоремы достаточно 

конструктивно и мы будем использовать рассужде-
ния из него для построения численного алгоритма. 
Доказательство разрешимости сводится к иссле-
дованию полученного интегрального уравнения, 
оператор в котором оказывается сжимающим. Для 
простоты мы рассмотрим случай условия гранич-
ных Дирихле, т.е.  в (4). Пусть  есть реше-
ние задачи 

          (10)

такое, что , 
 ,  и , 
где  есть решение задачи (10) при . Сделаем 
замену . Дифференцируя уравнение (2) по 
, придем к равенству 

 (11)

                     (12)
     (13)
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Преобразуя это уравнение получим 

 (14)

или 
                       (15)

С другой стороны имеем 

   (16)

где  сопоставляет функции  решение задачи 
(10) c . Применяя функционал  к (16), по-
лучим, что

  (17)

В силу условия (8) из этого равенства выте-
кает, что 

                  (18)

где  имеет координаты  
 и оператор  координаты 

где  решение задачи (11), (12). Получили систе-
му для нахождения вектор-функции  
Несмотря на нелинейные слагаемые, уравнение раз-
решимо глобально по времени. Оператор входящий 
в эту систему есть оператор Вольтерра и на малых 
промежутках времени он является сжимающим. Это 
интегральное уравнение мы решаем с помощью ме-
тода последовательных приближений, используя до-
полнительно метод конечных элементов.

2. Описание алгоритма

Приведем описание численного алгоритма в 
случае краевых условий Дирихле при . Рас-
смотрим уравнение 

    (19)

в области 
 Урав-

нение (19) дополняется граничными условиями 

           (20)

Функция  определяется на основе допол-
нительных измерений вида 

                   (21)

Алгоритм основывается на преобразовании 
задачи (19) в псевдопараболическую. Численный 
алгоритм можно разбить на три части
1. Поиск приближения начальных данных .

Начальные условия при ,  
определяются как решение задачи 

Функцию  ищем в виде 

где  – некоторая функция такая, что 

т.е.  есть продолжение функции  внутрь 
области. Функция  есть решение задачи 

            (22)

Строим приближение  в виде 

                        (23)

где  – кусочно-линейные базисные функции 
в методе конечных элементов, равные 0 на , по-
строенные для некоторой фиксированной триангу-
ляции области.

Числа  находятся из системы 

   (24)

где ,  – количество узлов в области.
2. Поиск решения  вспомогательной задачи.

Продифференцируем уравнение (19) по  и 
сделаем замену . Решим вспомогатель-
ную задачу 

Приближение функции  можно найти как 
сумму 

где  - продолжение функции  внутрь области.
3. Поиск решения задачи .

Рассмотрим уравнение 

 (25)
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Скалярно умножая уравнение (25) на , по-
лучим ( ) 

  (26)

Ищем приближение функции  в виде 
. Тогда уравнение (26) переписывается 

в виде 

  (27)

Введем величины 

Тогда уравнение (27) перепишется в виде 

  (28)

3. Численная реализация алгоритма

Необходимо определить из уравнения (19) 
функции , , .

Алгоритм основан на методе конечных эле-
ментов (МКЭ). Задаём триангуляцию области , 
узлы триангуляционной сетки  и соот-
ветствующие базисные кусочно-линейные функ-
ции . Без ограничения общности считаем, 
что точки замера  являются узлами сетки. Тогда 
найдутся номера  такие, что , .
1. Поиск приближения .

Определим матрицу жесткости  состоящую 
из элементов , а так же вектора 

 и . Приближённое 
решение (22) ищем в виде . Век-
тор-функция  записывается в виде 

После определения приближения функции  
можно найти начальное значение  

где  значение функции  в узле сетки с индексом 
.

2. Поиск решения вспомогательной задачи .
Ищем приближение функции  в виде 

. Вектор функция  опре-
деляем следующим образом. Найдем вектора ,  
с координатами  и . Здесь  – про-
должение функции  внутрь области. Тогда 

3. Поиск решения вспомогательной задачи .
Заменим интегралы в (28) на суммы 

  (29)

где  – шаг по времени и таким образом промежуток 
 разбивается на промежутки вида ,  

.
Перепишем условия переопределения (21) 

при условии, что : 

Пусть , , тогда 

         (30)

где 
Запишем уравнение (29) в точках переопреде-

ления с индексами  

 (31)

Определим , подставив в (31) : 

Отсюда найдем   обра-
щая соответствующую матрицу с элементами 

. Далее вектор  будет найден как 

Перепишем формулу(29) как 
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 (32)

Для того, чтобы найти вектор  исполь-
зуем равенство (31) в котором мы берем  коор-
динату всех векторов и используем равенство 

. Вектор  выразим из 
(31) обращая матрицу с элементами  определен-
ную выше. Тогда вектор  определится из равен-
ства 

  (33)

Повторяя рассуждения на каждом временном 
слое, мы определим вектора  и величины .

4. Результаты численных экспериментов

В этом разделе проанализируем результаты 
численных экспериментов для двух групп входных 
данных задачи, полученных в результате решения 
модельных обратных задач в рамках эксперимента 
на ЭВМ.

Характеристики испытуемой ЭВМ: Процес-
сор: Intel(R) Core(TM) i7-3517U CPU @ 1.90GHz 
2.40GHz; ОЗУ: 10,00 ГБ; Тип системы: 64-разряд-
ная операционная система Windows 7 Ultimate.

В результате расчётов определялось прибли-
жённое значение решения , ,  задачи (19)-
(21) в узлах сетки в моменты времени . В 
качестве области возьмём круг единичного радиу-
са с координатами центра .

Для численного решения задачи будут рассма-
триваться несколько сеток для описанной области 
с количеством узлов зависящим от расположения 
точек наблюдения и количества узлов сетки. 

Решение задачи (19)-(21), а так же граничные 
условия в момент времени  запишем в виде: 

  
 

Полученный вектор правой части: 

Введем несколько величин: 
 – ошибка вычисле-

ний, использующая среднее арифметическое 
, где , . 

Возьмём за  время вычислений в секундах.

Результаты численных экспериментов для 
шага по времени  представлены в таблице 
1. В них изменяются положения точек наблюдения, 
в связи с чем меняется и сетка области. 

Табл. 1
Результаты численных экспериментов

1 229 0,037002 0,046466 4,147049

2 236 0,011253 0,044536 4,184662

3 237 0,015125 0,047002 4,242981

4 236 0,021869 0,04542 4,004972

5 239 0,027241 0,046797 4,036889

6 669 0,048357 0,04537 49,12766

7 693 0,037822 0,044257 52,20402

8 694 0,014884 0,046501 51,6243

9 698 0,015127 0,045502 51,32633

10 689 0,037445 0,049313 48,90397

11 897 0,017754 0,041931 81,42314

12 907 0,012555 0,04202 86,20059

13 911 0,012972 0,042302 90,10167

14 905 0,015084 0,042173 83,36037

15 915 0,008126 0,042166 89,42623

16 2639 0,022252 0,042182 1755,792

17 2735 0,019808 0,041656 1846,957

18 2736 0,014147 0,042299 1801,659

19 2749 0,013294 0,042023 1790,621

20 2710 0,009836 0,043133 1811,33

Как можно заметить увеличение точности вы-
числений, зависит в первую очередь от однообразия 
треугольников в триангуляционной сетке и не жёст-
ко связано с их количеством. На рисунке 1 представ-
лены графики исходной и восстановленной функ-
ций  и . Полученные графики, в виду высокой 
точности вычислений, практически идентичны.

Рис. 1. Графики исходной (красный) и восстанов-
ленной (синий) функции

Для следующих нескольких экспериментов 
увеличим количество временных промежутков в 
два раза, рассмотрим только результаты для сеток 
1-5 и 11-15.
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Табл. 2  
Результаты численных экспериментов

1 229 0,03007 0,027882 15,77482

2 236 0,01078 0,026787 16,59276

3 237 0,00867 0,028076 16,87762

4 236 0,01492 0,027352 16,27913

5 239 0,02724 0,027731 16,263

6 897 0,01076 0,021724 321,624

7 907 0,00555 0,021355 334,0045

8 911 0,00602 0,022035 339,4294

9 905 0,00807 0,021586 324,4042

10 915 0,00713 0,021937 329,5462

Заключение
Численный алгоритм основан на методе ко-

нечных элементов. Результаты численных экспе-
риментов показывают хорошую точность вычис-
лений. Точность определения параметров ,  
возрастает с уменьшением шага по времени, а так 
же с увеличением количества узлов, при условии, 
однородности пространственной сетки. Точность 
определения решения  возрастает только с умень-
шением шага по времени.
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Numerical solution inverse problems for equation of quasistationary electromagnetic waves in 
anisotropic nonmetallic media

S.N. SherginI, S.G. PyatkovI, E.I. SafonovI

I Ugra State University, Khanty-Mansyisk, Russian Federation

Abstract. We consider inverse problems of evolution type for mathematical models of quasistationary 
electromagnetic waves. It is assumed in the model that the wave length is small as compared with space 
inhomogeneities. In this case the electric and magnetic potential satisfy elliptic equations of second order in the 
space variables comprising integral summands of convolution type in time. After differentiation with respect to 
time the equation is reduced to a composite type equation with an integral summand. We look for a solution to 
this equation and unknown coefficients in the integral operator. The boundary conditions are supplemented with 
the overdetermination conditions which are the values of some functionals of a solution (integrals of a solution 
with weight, the values of a solution at separate points, etc.). We construct a numerical algorithm for solving this 
inverse problem and present the results of numerical experiments. The algorithm is based on previously obtained 
theoretical results, where the problem is reduced to some Volterra equation and the convergence of the method of 
successive approximations is proven. The corresponding operator in this equation is contractive whenever the time 
interval is sufficiently small. We use the method of successive approximations and the finite element method.
Keywords: sobolev-type equation, elliptic equation, equation with memory, ; inverse problem, boundary value 
problem, numerical solution, finite element method.
DOI: 10.14357/20790279190405
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