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Введение 

Мы рассматриваем вопрос о определении 
вместе с решением правой части специального 
вида и коэффициентов уравнения в квазилинейных 
параболических уравнениях и системах. Пусть  – 
область в  с границей  класса  и 
.  Параболическое уравнение имеет вид 

 (0.1)

где ,  – матричный эллиптический опе-
ратор порядка  c матричными коэффициентами 
размерности , представимый в виде 

и  – некоторая нелинейная функция, зависящая от 
 и производных  c . Под  по-

нимаем вектор, состоящий из всех производных 
порядка  функции . Уравнение (0.1) дополняется 
начальными и граничными условиями 

 (0.2)

где ,  и . Неизвест-
ными в (0.1), (0.2) являются решение , функции 

 ( , ), входящие как в правую 
часть (0.1) так и в оператор  как коэффициенты. 
Условия переопределения для нахождения этих 
функций  имеют вид 

             (0.3)

где  – набор точек из . Проблемы подобного 
вида возникают при описании процессов тепло-
массопереноса, диффузионных процессов, процес-
сов фильтрации и во многих других областях (см. 
[15,16]. Прежде всего мы сошлемся на работу [4], 
где получена теорема существования и единствен-
ности решений задачи (1)-(3) в пространствах 
Гельдера в случае ,  и линейной 
по своим аргументам функции . В случае , 

 и  аналогичный результат в получен в 
работах [9], [2]. Общие теоремы о разрешимости 
абстрактных задач такого вида в квазилинейном 
случае получены в монографии [17] в простран-
ствах функций, удовлетворяющих условию Гель-
дера по  в случае когда главная часть оператора 

 не зависит от неизвестных функций и  не за-
висит от времени. Результаты применимы и к зада-
чам вида (0.1)-(0.3) и при выполнении некоторых 
(довольно жестких и вообще говоря значительно 
завышенных) условий на данные задачи гаранти-
руют локальную по времени разрешимость этой 
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задачи. Линейные задачи вида (0.1)-(0.3) в слу-
чае , были рассмотрены в работах авторов в 
[6,18] (здесь условия на данные минимальны), а 
квазилинейные в работе [7], где были ослаблены 
условия на данные по сравнению с теми, которые 
были использованы в [17]. Cтоит отметить, что 
глобальных по времени результатов о разрешимо-
сти задач вида (0.1)-(0.3) для нелинейной правой 
части , по видимому, не имеется за исключением 
работы [5]. 

Отметим, что численные методы решения 
различных модельных задач, входящих в класс (1)-
(3) рассматривались, например, в книгах [16,1] и 
большом количестве работ (см., например, [11,12]), 
выделим работу [14], где как раз рассматривался 
случай квазилинейной параболической системы. 

В данной работе мы получим локальную по 
времени теорему о существовании и единственно-
сти решений задачи (0.1)-(0.3). Схема доказатель-
ства может быть использована и для построения 
численных алгоритмов решения подобных задач 
(что собственно говоря подтверждается численны-
ми экспериментами). 

Опишем содержание работы. В первом па-
раграфе описаны условия на данные задачи и 
сформулированы основные результаты. Во втором 
параграфе приведено их доказательство. Обозна-
чения функциональных пространств стандартные 
(см., например, [8]). 

1. Определения, обозначения,  и 
формулировка основных результатов 

Через  обозначим пространство линей-
ных ограниченных операторов, определенных на  
со значениями в . Если  пишем  вместо 

. Как обычно символы  обозначают 
спектр и резольвентное множество оператора . 
Пусть  — банахово пространство. Через  
(  — область в ) обозначается пространство 
сильно измеримых функций, определенных на  со 
значениями в  и конечной нормой  
[8]. Мы также используем пространства , 
состоящие из функций, имеющих в  все произво-
дные до порядка  включительно, непрерывные в  
и допускающие непрерывное продолжение на за-
мыкание . Обозначения для пространств Соболева 

,  и т.д. стандартные (см. [8,13,10]). 
При нецелых  пространство Соболева  со-
впадает с пространством Бесова . Если  

 или , то последнее пространство обо-
значаем просто через . Аналогично вме-
сто  или  используем обозначе-
ние  или . Таким образом, включение 

 (или ) для данной вектор-функ-
ции  означает, что каждая из ком-
понент  принадлежит пространству  (или 

). В этом случае под нормой вектора понимаем 
сумму норм координат. Будем считать, что анало-
гичное соглашение справедливо и для матриц, т.е. 
включение  для данной матрицы-функ-
ции  означает, что  для 
всех . Для данного интервала , положим 

, Соответствен-
но, . 

Определение вложения  может быть 
найдено в [3]. Далее, мы считаем, что параметр 

 зафиксирован. Пусть  – шар ра-
диуса  с центром в точке . Дан набор точек  
из (0.3), параметр  назовем допустимым, если 

,  для , .  
Пусть , , , 

. 
Далее во всех условиях мы считаем, что до-

пустимый параметр  зафиксирован и не бу-
дем это оговаривать. Зафиксируем также некото-
рую функцию  такую, что  и 

 для . 
Условия согласования и гладкости данных 

могут быть записаны в виде: 
 (1.1)

             (1.2)
  (1.3)

Условия на коэффициенты операторов  
более или менее стандартные. Более того, для про-
стоты выкладок мы будем использовать не самые 
точные условия на коэффициенты. Мы считаем, что 

  (1/4)

 (1/5)

 (1/6)

Мы будем искать функции  в классе непре-
рывных функций. В связи с этим потребуем также, 
чтобы 

 (1/7)
при всех ,  и . 

Рассмотрим матрицу  размера ,  
строчки которой с номерами с номерами от 

 до  занимают вектора-столбцы 

Можно показать, используя условия (1.1), 
(1.2), (1.4), (1.7) и теоремы вложения (см. лемму 1 
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ниже), что элементы этой матрицы непрерывны на 
. Потребуем, чтобы существовала постоянная 
 такая, что 

           (1/8)

Рассмотрим систему уравнений 

где  – вектор-столбец, координаты которо-
го с номерами от  до  есть вектор 

.  
При выполнении условия (1.8) систе-
ма (1.9) имеет единственное решение 

. Приведенные выше 
условия на данные задачи гарантируют, что  

. 
Рассмотрим операторы 

где , и предположим 
что оператор  параболичен, т.е. 

найдется постоянная  такая, что любой 
корень  многочлена 

(  – единичная матрица) удовлетворяет неравен-
ству 

      (1.9)

Условие Лопатинского запишется в виде: для 
любой точки  запишем операторы  

 в локальной системе коорди-
нат  (ось  направлена по нормали к  а осталь-
ные оси лежат в касательной плоскости) и предпо-
ложим, что система 

 (1.10)

( , , ) имеет един-
ственное решение из  убывающее на бес-
конечности для всех ,  и  
таких что . 

Алгебраические условия, гарантирующие вы-
полнение (1.11) могут быть найдены, например, в 
[3]. Справедлива следующая теорема (первая поло-
вина утверждения вытекает из теоремы 10.4 в [3], 
а доказательство второй половины по существу со-
держится в доказательстве теоремы 1.1 в [6]). 

Теорема 1. Пусть  – ограниченная область 
с границей класса , условия (1.1), (1.4), (1.10), 
(1.11) выполнены и  для всех . 

Тогда если , то существует единствен-
ное решение  задачи 

 (1.11)

удовлетворяющее оценке 

где  –постоянная, не зависящая от данных задачи 
 и решения . Пусть дополнительно выпол-

нены условия (1.2), (1.5), (1.6) и .  
Тогда решение  задачи (1.11) обладает свой-
ством , ,  

. Если  для всех , то 
найдется постоянная  такая, что решение  
удовлетворяет оценке 

где постоянная  не зависит от . Соот-
ветственно, при дополнительном условии найдет-
ся постоянная , не зависящая от  и 
такая, что 

Опишем свойства нелинейной вектор-функ-
ции . Обозначим через  век-
тор , где  – число  умноженное 
на количество различных производных вида  
с  . Вектор  отвечает аргументам 

 функции . Пусть  – шар радиуса 
 с центром в нуле в . 

Условие (A). Функция  непрерывна по 
параметру  при п.в.  и измерима по  
для каждого ; для каждого  найдется функ-
ция  такая, что 

для всех ; найдется допустимое  та-
кое, что для каждого  
; при почти всех   непрерывно дифферен-
цируема по  и производные  ( ,  

) удовлетворяют условию Липшица в 
следующем смысле: для каждого  найдутся 
функции  ( ) такие, что 

для всех  и п.в. . 
Теорема 2. Пусть условия (A), (1.1)-

(1.10) выполнены,  для всех , , 
. Тогда найдется число  

такое, что существует единственное решение 
 задачи (0.1)-(0.3) из класса 
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2. Доказательство основных результатов.
Нам понадобится одно вспомогательное 

утверждение, вытекающее из теорем вложения, 
доказательство которого имеется, например, в ра-
боте [6]. 

Лемма 1. Если  ,  
то производная вида  при  быть 
может после изменения на множестве меры нуль 
принадлежит  и если , то для всех  
с  справедлива оценка 

где  – некоторые положительные постоянные, 
не зависящие от . 

Доказательство теоремы 2. Пусть  – реше-
ние задачи (0.1)-(0.3). Рассмотрим вспомогатель-
ную задачу 

 (2.1)
где 

Сделав замену переменных , мы 
придем к задаче 

  (2.2)

   (2.3)

   (2.4)
где 

  
, , 

. Таким образом, свели задачу (0.1)-
(0.3) к эквивалентной и более простой задаче (2.2)-
(2.4), которую мы и будем исследовать. Фиксируя 
функции  и находя решение  задачи 
(2.3)-(2.4) на интервале , мы получим отобра-
жение . Изучим его свойства. Положим 

. Используя теорему 1, 
сведем задачу о нахождении функции  к 
исследованию уравнения 

  (2.5)

Из оценки теоремы 1 для решения вытека-
ет и оценка для нормы оператора  на 
произвольном интервале  . Определим 
пространство  функций  таких, что 

 и  удовлетворяет однородным на-
чальным и граничным условиям. Введем норму в 
нем норму . Да-
лее, из теоремы 1 имеем 

где постоянная  зависит от норм коэффициентов 
операторов  в  и не зависит от . Выберем 
шар, в котором мы будем искать решение . Далее 
считаем, что 

                (2.6)

т.е.  - шар в пространстве  радиуса 
. При выполнении этого условия норма операто-

ра  в  оценивается через 1/4. 
Оценим оставшиеся слагаемые в (2.5). Обозначим 
правую часть (2.5) через . Аналогично имеем, 
что 

  (2.7)

где постоянные  не зависят от . Положим 
. Ищем решение уравнение 

(2.5) в шаре . Наконец, ис-
пользуя условие (A), легко получить оценку 

 (2.8)

В силу леммы 1 правая часть оценивается че-
рез 

Выберем  такое, что  при . 
При таком выборе, в силу (2.7), (2.8) имеем, что 

 при всех , т.е. оператор  пе-
реводит шар  в себя. Покажем сжимаемость 
оператора. Совершенно аналогично имеем оценку 
(при ) 

Выбирая  так чтобы ,  
мы получим, что оператор  сжимающий и зна-
чит уравнение (2.5) имеет единственное решение 
в шаре  из  при . Получим некоторые 
дополнительные оценки. Пусть  два реше-
ния уравнения (2.5) отвечающие двум различным 
векторам . Вычитая равенства (2.5) и 
используя условие (A) и лемму 1, получим оценку 

откуда, взяв  достаточно малым, получим 
оценку 

        (2.9)

при . Перейдем к построению решения об-
ратной задачи. Пусть  – решение задачи (2.2)-(2.4) 
из класса . Для сокращения записи, мы ниже пи-
шем в качеств аргумента у функции  только три 
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величины . Из определения этого класса вы-
текает в частности, что определены следы в точке 

 всех функций входящих в уравнение (2.2) и 
мы имеем 

 (2.10)

Эти равенства можно записать в виде опера-
торного уравнения 

                      (2.11)

где матрица  имеет размер  и ее 
строчки с номерами с номерами от  до 

 занимают вектора-столбцы 

Имеем  и значит найдет-
ся  такое, что  на ,  
где  – некоторая положительная постоян-
ная. В правую часть (2.11) входит вектор-функ-
ция , координаты которой с номерами от 

 до  занимают вектора-столбцы 
,  

где функция  – решение задачи (2.2), 
(2.3). По доказанному, этот оператор  
определен для всех векторов  при 
. Свойства этого отображения  мы уже 
исследовали. У вектор-функция  координаты с 
номерами от  до  занимают векто-
ра-столбцы . Система (2.11) и есть иско-
мая система для нахождения величин . Пока-
жем, что можно найти такое , что оператор  

, определен, пе-
реводит шар  в пространстве  в себя 
и является в нем сжимающим. По построению 
величин  . Тем же свойством обладает 
функция . Следовательно, найдется  та-
кое, что  при всех . Ис-
пользуя лемму 1, получим ( ) 

Тогда используя лемму 1 и оценку (2.9) полу-
чим неравенство 

 (2.12)
где  — некоторая положительная постоянная. 
Выберем  такое, что . Поло-
жим . Тогда из (2.12) вытекает, что оператор 

, определен, переводит шар  в 
себя и является в нем сжимающим. Применяя те-
орему о неподвижной точке, получим, что в шаре 

 существует единственное решение системы 
(2.11). 

Положим . Покажем, что построенная 
функция удовлетворяет условиям (2.4). По постро-
ению  – решение задачи (2.2)-(2.3). Взяв  в 
(2.2), получим 

Вычитая это равенство из (2.10) получим 
 для всех . Откуда получим тре-

буемое. 

Замечание

Способ доказательства достаточно конструк-
тивен и позволяет на его основе строить соответ-
ствующий численный алгоритм решения. Чис-
ленные эксперименты в случае систем второго 
порядка были проведены и показали достаточно 
хорошую сходимость алгоритма. 
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