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Введение
Изучение систем управления привело к приме-

нению теории дифференциальных включений. Ис-
пользованию дифференциальных включений в тео-
рии систем управления посвящена монография [1]. 

В некоторых случаях, например, таких, как 
задача абсолютной устойчивости, исследование 
линейных нестационарных систем, матрица пра-
вой части которых удовлетворяет интервальным 
ограничениям, исследование устойчивости систем 
управления, которые содержат элементы с непол-
ной информацией, могут быть использованы селек-
торно-линейные дифференциальные включения. 

Автономным селекторно-линейным включе-
нием называется включение вида

 ,     (1)

где nRyx ∈ , , Ψ - множество в пространстве 
)( nn× - матриц. Включение вида (1) называют се-

лекторно-линейным включением, поскольку мно-
гозначное отображение )(xF  в (1) представляет 
собой объединение линейных однозначных ото-
бражений (селекторов) Ax, Ψ∈A . В случае авто-
номного селекторно-линейного включения правая 

часть включения (1) )(xF , матрица A , множе-
ство Ψ  не зависят от времени. Говорят, что се-
лекторно-линейное включение (1) асимптотически 
устойчиво, если его тривиальное решение 0≡x  
асимптотически устойчиво.

Ниже, в разделе Примеры, приведены приме-
ры, приводящие к рассмотрению селекторно-ли-
нейных включений.

Автономным селекторно-линейным включе-
ниям посвящен ряд публикаций. В [2] для автоном-
ного селекторно-линейного дифференциального 
включения, у которого множество Ψ  является 
выпуклым многогранником, разработан итераци-
онный алгоритм построения фунции Ляпунова из 
класса квадратичных форм. В [3, 4] для автоном-
ных селекторно-линейных дифференциальных 
включений, у которых множество Ψ является 
компактом (вообще говоря, невыпуклым) получе-
ны необходимые и достаточные условия асимпто-
тической устойчивости нулевого решения в виде 
существования функций Ляпунова различного 
вида. В случае, если множество Ψ является выпу-
клым многогранником, получен алгебраический 
критерий асимптотической устойчивости нулевого 
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решения в виде выполнения системы матричных 
равенств. В [5] получены алгебраические крите-
рии асимптотической устойчивости автономных 
селекторно-линейных дифференциальных вклю-
чений, у которых множество Ψ является выпу-
клым многогранником. Работа [6] посвящена по-
лучению условий асимптотической устойчивости 
и свойствам периодических решений автономных 
селекторно-линейных дифференциальных вклю-
чений, у которых множество Ψ является выпуклым 
многогранником. В [7, 8] рассмотрено автономное 
селекторно-линейные дифференциальное включе-
ние, у которого множество Ψ является выпуклым 
многогранником, образованным Гурвицевыми 
матрицами. Показано, что для асимптотической 
устойчивости нулевого решения рассматриваемо-
го включения необходимо и достаточно, чтобы си-
стема алгебраических неравенств, коэффициенты 
которых определяются коэффициентами диффе-
ренциального включения, имела решение.

В публикациях, посвященных периодическим 
по времени дифференциальным включениям, в ос-
новном рассматриваются вопросы существования 
периодических решений, см., например, [9-11]. Не-
много работ посвящено исследованию свойств ре-
шений и вопросу устойчивости периодических по 
времени дифференциальных включений. Так, на-
пример, в [12, 13] разработан метод исследования 
слабой асимптотической и слабой экспоненциаль-
ной устойчивости положения равновесия периоди-
ческого по времени дифференциального включе-
ния, состоящий в построении включения первого 
приближения и исследовании свойств его решений. 

В [14,15] решены задачи абсолютной и ро-
бастной устойчивости систем управления с пери-
одически изменяющимися параметрами. В частно-
сти, установлено, что рассматриваемые системы 
управления с периодическими параметрами экви-
валентны, в смысле совпадения множеств абсо-
лютно непрерывных решений, периодическим по 
времени селекторно-линейным дифференциаль-
ным и разностным включениям. В [16,17] доказа-
но, что решения периодических дифференциаль-
ных включений обладают в ряде случаев теми же 
свойствами, что и решения автономных дифферен-
циальных включений. 

В данной статье рассмотрены селекторно-ли-
нейные периодические дифференциальные вклю-
чения. С помощью вариационного метода получено 
необходимое и достаточное условие равномерной 
асимптотической устойчивости в виде некоторого 
предельного соотношения. Известно, что свойства 
асимптотической устойчивости и экспоненциальной 
устойчивости нулевого решения автономных селек-

торно-линейных дифференциальных включений эк-
вивалентны, см., например, [18]. Для периодических 
селекторно-линейных дифференциальных включе-
ний вопрос эквивалентности этих свойств в извест-
ных автору публикациях не рассматривался. Ниже 
установлена эквивалентность свойств равномерной 
асимптотической устойчивости и равномерной экс-
поненциальной устойчивости нулевого решения для 
рассматриваемого класса включений. 

1. Постановка задачи

Рассмотрим селекторно-линейное периоди-
ческое дифференциальное включение вида

{ })()(  ,)(:),( ttBxtByyxtF Ω∈== ,

)()( tTt Ω=+Ω ,                         (2)
где nRyx ∈ , , nn RRF →+1:  – многозначное 
отображение, функция 0)( ≡tx  – положение рав-
новесия дифференциального включения (2). )(tΩ
- выпуклое, компактное множество действитель-
ных )( nn× -матриц. Предполагается, что элемен-
ты матрицы )(tB , являются периодическими с 
периодом 0>T , ограниченными и измеримыми 
функциями. Решением включения (2) будем на-
зывать абсолютно непрерывную вектор-функцию 

)(tx , определенную на интервале или отрезке I, 
которая почти всюду на I удовлетворяет (2). Мно-
гозначная функция ),( xtF  в некоторой области 

}}:{  ,  x,0{ 00R RxxGGTtG R ≤=∈≤≤=  
удовлетворяет основным условиям [19, с. 60], т.е. 
при всех Gxt ∈),(  множество nRxtF ⊂),(  непу-
стое, ограниченное, замкнутое, выпуклое и функ-
ция ),( xtF  полунепрерывна сверху [19, с. 52] по 

),( xt . В силу периодичности по t  многозначной 
функции ),( xtF  при исследовании свойств ре-
шений ),,( 00 xttx  включения (2) без ограничения 
общности можно считать, что ].,0[0 Tt ∈  

Определение 1. Включение (2) называется 
равномерно устойчивым если для любого 0>ε  
существует 0)( >εδ , такое, что как только на-
чальные условия 00 )( xtx =  удовлетворяют усло-
вию )(0 εδ<x , решение ),,( 00 xttx  включения 
(2) с начальным условием 0x  удовлетворяет нера-
венству ε<),,( 00 xttx  при всех 00 ≥≥ tt  и при 
любой матрице )()( ttB Ω∈ .

Определение 1 требует наличия такой окрест-
ности нуля, что решения, начинающиеся в этой 
окрестности, существуют для всех t ≥ 0.

Определение 2. Включение (2) называет-
ся равномерно асимптотически устойчивым если 
выполнены условия определения 1 и равномер-
но относительно )()( ttB Ω∈ , 00 ≥t  и 0x  из 
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всякого шара }:{ 00 RxxGR ≤=  выполняет-
ся предельное соотношение 0),,(lim 00 =

∞→
xttx

t
,  

т.е. для любых 0>η  и 0>R  существует такое 
0),( ≥Rητ , что при всех ),(0 Rtt ητ+≥  для 

решений ),,( 00 xttx включения (2) выполняется 
неравенство η<),,( 00 xttx  при любом выборе 

)()( ttB Ω∈ , начального момента времени 0t  и 
начального условия RGx ∈0 .

Определение 3. Включение (2) называется 
равномерно экспоненциально устойчивым, если 
существуют такие числа 0>α  и 1≥β , что для 
любого решения ),,( 00 xttx  включения (2) выпол-
нено неравенство

))(exp(),,( 0000 ttxxttx −−≤ αβ

при любой матрице )()( ttB Ω∈  и любых 00 ≥t  
и nRx ∈0 .

Заметим, что определение неравномерной 
асимптотической устойчивости отличалось бы от 
определения 2 тем, что число δ  зависело бы от 

)()( ttB Ω∈  и 00 ≥t , а величина τ  зависела бы 
от )()( ttB Ω∈ , 00 ≥t  и nRx ∈0 . Определение 
неравномерной экспоненциальной устойчивости 
отличалось бы от определения 3 тем, что числа 
α  и β  зависели бы от )()( ttB Ω∈ , 00 ≥t  и 

nRx ∈0 .
Понятия устойчивости и асимптотической 

устойчивости дифференциальных включений 
возникли благодаря техническим задачам. Устой-
чивость имеет следующий смысл. Пусть функция 

0)( ≡tx  – желаемое стационарное положение 
дифференциального уравнения ),,( xtfx =  ко-
торое является моделью некоторой системы. В 
случае непредсказуемых возмущений параметров 
системы ее динамика может быть описана диффе-
ренциальным включением ),( xtFx∈ . Устойчи-
вость включения гарантирует, что любое близкое 
к нулю состояние системы, принимаемое в ходе 
будущей эволюции, не очень далеко от желаемого. 
Асимптотическая устойчивость включения озна-
чает, что с течением времени амплитуда отклоне-
ний от стационарного положения уменьшается и в 
конце концов исчезает.

Задача состоит в определении условий равно-
мерной асимптотической устойчивости включения 
(2) и доказательстве эквивалентности свойств равно-
мерной асимптотической устойчивости и равномер-
ной экспоненциальной устойчивости включения (2).

2. Основные результаты

Пусть ),,( 00 xttxB  – решение с начальны-
ми условиями ),( 00 xt , соответствующее ма-

трице )()( ttB Ω∈ . Для решения поставлен-
ной задачи введем в рассмотрение функции 

2
00)()(00 ),,(max),,( xttxxttS BttB Ω∈

=  и

         
(3)

Функция ),( 0ttr  определена при любом 
0tt ≥ , так как множество решений включения (2) 

компактно при всех , а реше-
ние ),,( 00 xttxB  непрерывно на любом конечном 
интервале [19]. Используя функцию ),( 0ttr  можно 
формулировать следующий критерий асимптоти-
ческой устойчивости.

Теорема 1. Для того, чтобы включение (2) 
было равномерно асимптотически устойчиво, не-
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось пре-
дельное соотношение

0),(lim 0 =
∞→

ttr
t

                     (4)

равномерно по 00 ≥t .
Доказательство теоремы 1 приведено в при-

ложении. 
Рассмотрим систему дифференциальных 

уравнений вида

,)( xtBx =  nRx∈ ,

          (5)
Следствие теоремы 1. Для того, чтобы 

включение (2) было равномерно асимптотически 
устойчиво, необходимо и достаточно, чтобы ма-
трициант ),( 0ttBΦ  системы (5) удовлетворял ус-
ловию 0),(lim 0 =Φ

∞→
ttBt

, равномерно по 00 ≥t   
 
и ).()( ttB Ω∈

Доказательство следствия теоремы 1 приве-
дено в приложении. 

Эквивалентность свойств равномерной асим-
птотической устойчивости и равномерной экс-
поненциальной устойчивости для включения (2) 
устанавливает следующая теорема. 

Теорема 2. Для того, чтобы включение (2) 
было равномерно асимптотически устойчиво, не-
обходимо и достаточно, чтобы включение (2) было 
равномерно экспоненциально устойчиво.

Доказательство теоремы 2 приведено в при-
ложении. 

3. Примеры

Пример 1. В [20] рассмотрены нелинейные 
системы управления, описываемые уравнениями 

,
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∑
=

=〉〈=
n

i
i

j
i

j
j xcxc

1
,,σ

,,1,0),,0( mjtj =≡ϕ                   (6)

где 
nn

ii Rxxx ∈= = ,)( 1  – n-мерный вектор, ха-
рактеризующий отклонение системы от режима, 
предписанного целью управления (этому режиму 
соответствует нулевое решение otx ≡)(  системы 
(6)), A  – постоянная квадратная матрица порядка 
n, ),1(   , mjcb jj =  – постоянные n-мерные векто-
ры, скобки 〉〈.,.  обозначают скалярное произведе-
ние. Предполагается также, что нелинейные функ-
ции  задающие характеристики 
нелинейных элементов, удовлетворяют условиям 
существования абсолютно непрерывного решения 
системы (6) при любых начальных условиях и не-
равенствам 

при всех jσ  и .0≥t  Система (6) эквивалентна [20] 
автономному селекторно-линейному включению 
(1), где Ψ - компактное множество в пространстве 

)( nn× - матриц. Эквивалентность понимается в 
смысле совпадения множеств решений системы 
(6) и включения (1) при одинаковых начальных ус-
ловиях.

Пример 2. В [15] рассмотрена линейная не-
стационарная система, описываемая уравнением 
вида 

,    ,)( nRxxtAx ∈=
                   (7)

где n
jiij tatA 1,))(()( ==  – произвольная матрица  

( )(taij , nji ,1, =  – измеримые функции, вооб-
ще говоря, не периодические), которая на всяком 
конечном интервале полуоси )[0,∞ почти всюду 
удовлетворяет неравенствам 

        
 (8)

Матричные неравенства в (8) понимаются 
поэлементно, т.е. 
где 

  
произвольные 

измеримые функции. Предполагается, что задан-
ные ограниченные «крайние» матрицы (t) A  и 

(t)A  периодичны с периодом T>0 , т.е. выполнены 
условия 

(t) )( ATtA ≡+ , )()( tATtA ≡+ .

Таким образом, в силу (8), рассматривается 
не одна фиксированная система (7), а совокуп-
ность линейных нестационарных систем (7) с пе-
риодическими интервальными ограничениями (8).

В [21] рассмотрен ряд примеров, приводящих 
к системам вида (7) с ограничениями (8). Это и сле-
дящие системы, элементы которых работают на пе-
ременном токе, и системы управления с амплитуд-
но-импульсной модуляцией, и задачи, возникающие 
при исследовании вибрации фрезерных станков. 

В случае если дополнительно выполнено ус-
ловие )()( tATtA =+ , совокупность линейных 
нестационарных систем (7) с периодическими ин-
тервальными ограничениями (8) эквивалентна селек-
торно-линейному периодическому включению вида

),,( xtFx∈  ,

{ })()()()()(  :)()( 21 tAttAttAtAt λλ +==Ω ,

 )()( tTt Ω=+Ω , 

где произвольные ограниченные и измеримые 
функции 2,1),( =ktkλ  удовлетворяют условиям 

,1)(  ,0)(
2

1
=≥ ∑

=k
kk tt λλ  ),()( tTt kk λλ =+  0tt ≥ . 

Приложение

Доказательство теоремы 1. Необходи-
мость. Так как включение (2) равномерно асим-
птотически устойчиво, то для любого 0>η  суще-
ствует 0)( >ητ , такое, что η<),,( 00 xttxB  при 
всех 00 ≥t , τ+≥ 0tt , )()( ttB Ω∈ , 1: 00 =xx . 
Из последнего неравенства и (3) следует неравен-
ство 2

0 ),( η<ttr  при всех τ+≥ 0tt  и 00 ≥t , что 
и доказывает необходимость условия (4).

Достаточность. В силу ограниченности 
элементов матрицы )(tB  решения ),,( 00 xttxB  
включения (2) при 10 =x  будут равномерно огра-
ничены на любом конечном интервале ],[ *

00 ttt + .  
Поэтому для любого 0* >t  существует 1)( * ≥tγ ,  
такое, что )(),( *

0 tttr γ≤  при всех ],[ *
00 tttt +∈  

и 00 ≥t . Из последнего неравенства и соотноше-
ния (4) следует, что существует 10 ≥r , не завися-
щее от 0t , такое, что 00 ),( rttr <  при всех 0tt ≥  
и 00 ≥t . Для любых 00 ≥t , 1: 00 =xx , 0tt ≥ , 

)()( ttB Ω∈  выполнено неравенство

00
2

00 ),(),,( rttrxttxB <≤ .           (9)

Из (9) и линейности включения (2) для вся-
кого 0>ε , любых 00 ≥t , 1: 00 =xx , 0tt ≥  и 

)()( ttB Ω∈  следует неравенство

εε <)/,,( 000 xrttxB .

Положим 0/)( rεεδ = . Тогда из (9) вытека-
ет, что решения включения (2) удовлетворяют нера-
венству ε<),,( 00 xttxB  при всех 00 ≥t , 0tt ≥  и 

)()( ttB Ω∈ , если только )(0 εδ<x . Из (4) сле-
дует, что для любых 0>η  и 0>R  существует 
такое 0),( >Rητ , не зависящее от )()( ttB Ω∈
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и 00 ≥t , что при всех { 00 ≥t , ),(0 Rtt ητ+≥ ,  
10 =x , )()( ttB Ω∈ } выполнено неравенство 

22
0

2
00 /),(),,( RttrxttxB η<≤ , а значит, и не-

равенство  в силу линейности 
включения (2). Следовательно, η<),,( 00 xttxB  
при любых { 00 ≥t , ),(0 Rtt ητ+≥ , 1: 00 =xx ,  

)()( ttB Ω∈ }. Таким образом, решение включе-
ния (2) удовлетворяет всем условиям определения 
2. Теорема 1 доказана.

Доказательство следствия теоре-
мы 1. Утверждение следует из равенства 

0000 ),(),,( xttxttx BB Φ= , 0tt ≥ , где ),( 0ttBΦ  –  
матрициант системы (5), nB Ett =Φ ),( 00  ( nE -  
единичная матрица порядка n) и равенства 

2
0)()(0 ),(max),( ttttr BttB

Φ=
Ω∈

, 0tt ≥ .

Доказательство теоремы 2. В доказа-
тельстве нуждается лишь необходимость, по-
скольку достаточность условий теоремы не-
посредственно следует из определений 2 и 3. 
Многозначная функция ),( xtF  обладает свой-
ством  следовательно 
включение (2) однородно по x . По теореме 3 [16] 
из равномерной асимптотической устойчивости 
включения (2) вытекает его равномерная экспонен-
циальная устойчивость.
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