
71Труды ИСА РАН. Том 70. 2/2020

Введение
В работе [1] А.Д.Базыкиным с сотрудниками 

предложена модель динамики численности взаи-
модействующих популяций хищника и двух жертв. 
Модель является системой трех нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений

                 (1)

c положительными фиксированными параметрами 
α = 11, β = 6 и меняющимся бифуркационным па-
раметром δ, являющимся скоростью роста второй 
жертвы. В [1] численно показано, что при уменьше-

нии значений параметра δ в системе (1) наблюдается 
каскад бифуркаций удвоения периода устойчивых 
предельных циклов. В [2] высказана гипотеза, что 
такой каскад является переходом к сложной необъ-
яснимой квазистохастической динамике. 

Целью настоящей работы является показать, 
что найденная в [1-2] динамика в системе (1) не 
является квазистохастической, а полностью под-
чиняется универсальному закону перехода к дина-
мическому хаосу в любых нелинейных системах 
дифференциальных уравнений в соответствии с 
бифуркационной теорией Фейгенбаума-Шарков-
ского-Магницкого [3-7] через каскад бифурка-
ций Фейгенбаума, затем через субгармонический 
каскад бифуркаций Шарковского и затем через 
гомоклинический каскад бифуркаций Магницкого. 
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1. Область диссипативности  
и особые точки системы.

Система (1) имеет семь особых точек:  
1) x* = y* = z*= 0; 2) x* = α, y* = z* = 0; 3) x* = 0,  
y* = δ, z* = 0;  4) x* = y* = 0, z*= -1; 5) x* = 0,  
y* = (10 + δ)/41, z*= (-1 + 4δ)/41; 6) z*= 0,  
x* = (11 - βδ)/(1 - β), y* = (δ - 11)/(1 - β); 7) y* = 
(α + 4)/(β + 16), x* = -(δ + 10)/1.5+27.33333 y*,  
z* = -1 - x*/4 + 4y*. Нас будет интересовать дина-
мика решений системы (1) в окрестности седьмой 
особой точки O с отличными от нуля координата-
ми (x*, y*, z*) , в окрестности которой возможно 
существование сложной нерегулярной динамики. 
Положим α = 10, β = 3.4 и исследуем систему (1) 
при 10.9 < δ < 13.1. Вычислим дивергенцию век-
торного поля системы  

div F(x*,y*,z*) = 
= (∂F1/∂x + ∂F2/∂y + ∂F3/∂z)(x*, y*, z*) =

= - (x* + y* + z*) < 0 
всюду в рассматриваемой области, где Fi, i = 1,2,3 – 
правые части уравнений системы. Следовательно, 
система (1) диссипативна в окрестности особой 
точки O(x*, y*, z*) при всех рассматриваемых зна-
чениях параметра δ.

2. Исследование устойчивости и вида 
бифуркации особой точки.

Исследуем устойчивость особой точки  
O(x*, y*, z*) системы (1). Матрица линеаризации 
правой части системы в особой точке имеет вид:

а ее характеристическим уравнением является 
уравнение:

𝜆3 + (x* + y* + z*) 𝜆2 + (41z* - 2.4 x*)y*λ + 29.1 x*y*z* = 0

Теорема 1. Особая точка O системы (1) асим-
птотически устойчива при δ > δ* ≈ 13.0939. При  δ 
< δ* особая точка O становится неустойчивой, и из 
нее в результате бифуркации Андронова-Хопфа 
мягко рождается устойчивый предельный цикл. 

Доказательство. Перепишем характеристи-
ческое уравнение в виде

𝜆3 + а1(δ) 𝜆2 + а2(δ) λ + а3(δ) = 0.

В силу критерия Рауса-Гурвица особая точка 
O асимптотически устойчива тогда и только тогда, 
когда

а1(δ) >0,  а2(δ) >0,  а3(δ) > 0, а1(δ) а2(δ) > а3(δ).

Так как а1(δ) >0 при δ < 26.644,  а2(δ) >0 при 
δ > 11.1933, а3(δ) > 0 при 8.881 < δ < 21.067, а а1(δ) 
а2(δ) > а3(δ) при 13.0939 < δ < 50.6845,  то особая 
точка O системы (1) асимптотически устойчива 
при 13.0939 < δ < 21.067. При δ < δ* = 13.0939 осо-
бая точка O становится неустойчивой, и при этом 
а1(δ)а2(δ) < а3(δ). В точке бифуркации δ = δ* имеем 
а1(δ)а2(δ) = а3(δ). Покажем, что при таком значе-
нии δ* в системе (1) происходит мягкое рождение 
предельного цикла из особой точки O в результате 
бифуркации Андронова-Хопфа. Действительно, 
при выполнении в точке δ* условий Рауса-Гурвица 
положительности коэффициентов характеристиче-
ского уравнения и условия а1(δ)а2(δ) = а3(δ) харак-
теристическое уравнение можно переписать в виде

(𝜆2 + а2(δ
*))( 𝜆 + а1(δ

*)) = 0.

Следовательно, в точке δ* корни характери-
стического уравнения имеют вид: 𝜆1 = - а1(δ

*) < 0,  
 , то есть характе-

ристическое уравнение имеет один действитель-
ный отрицательный корень и два комплексно со-
пряженных корня, что является условием наличия 
в точке δ* бифуркации Андронова-Хопфа. Теорема 
доказана.

Из теоремы 1 следует, что наибольший инте-
рес представляет изучение возможных каскадов 
бифуркаций при δ < δ* устойчивого предельного 
цикла, рожденного из особой точки O при δ = δ* в 
результате бифуркации Андронова-Хопфа. Имен-
но в этом случае в системе (1) возможно существо-
вание всех трех каскадов бифуркаций устойчивых 
предельных циклов и бесконечного числа хаоти-
ческих сингулярных аттракторов в соответствии с 
универсальной бифуркационной теорией Фейген-
баума-Шарковского-Магницкого. 

Исследование следующих бифуркаций при 
уменьшении значений бифуркационного параме-
тра  δ < δ* аналитическими методами, начиная с 
бифуркации удвоения периода родившегося пре-
дельного цикла, является чрезвычайно сложной 
задачей. Поэтому, дальнейшее исследование ус-
ложнения динамики решений системы (1) прове-
дем численными методами. 

3. Сценарий перехода к хаосу.

Проведем численное исследование системы 
(1) при фиксированных значениях параметров  
α = 10.7, β = 3.4 и уменьшении значений бифуркаци-
онного параметра δ < δ* =13.0939. При 11.1 < δ < δ*  
в системе (1) наблюдается каскад Фейгенбаума 
бифуркаций удвоения периода устойчивых ци-
клов. Так, при δ = 11.18 в системе (1) существует 
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устойчивый (асимптотически орбитально устой-
чивый) предельный цикл удвоенного периода, при  
δ = 11.13  – устойчивый цикл периода четыре, при 
δ = 11.11 – устойчивый цикл периода восемь и 
т.д. При дальнейшем уменьшении значений пара-
метра δ в системе (1) обнаруживается последова-
тельность устойчивых циклов субгармонического 
каскада бифуркаций в соответствии с порядком 
Шарковского. Так, например, цикл периода шесть 
субгармонического каскада обнаруживается при  
δ = 11.09, цикл периода три, завершающий каскад 
Шарковского, обнаруживается при δ = 11.031 
(рис.1). 

Рис. 1. Проекции на плоскость (z,y) устойчивых 
циклов субгармонического каскада бифуркаций: 
периода 2 при δ = 11.18, аттрактора Фейгенбаума 
при δ = 11.11, периода 6 при δ = 11.09 и периода 3 

при δ = 11.031.  

Как известно (см. [4]), последний цикл суб-
гармонического каскада бифуркаций - цикл перио-
да три является третьим циклом гомоклиническо-
го каскада, последовательность циклов которого 
должна сходиться к петле сепаратрисы седло-фо-
куса особой точки O. На рисунке 2 изображены 
устойчивые циклы гомоклинического каскада пе-
риодов четыре и пять, а также один из сингуляр-
ных гомоклинических аттракторов системы (1) при  
δ = 10.97, лежащий в окрестности петли сепара-
трисы седло-фокуса особой точки O.

Рис. 2. Проекции на плоскость (z,y) устойчивых 
циклов гомоклинического каскада бифуркаций: 

периода 4 при δ = 10.99, периода 5 при δ = 10.9761, 
и одного из гомоклинических сингулярных аттрак-

торов при δ = 10.97.

Таким образом, численно установлено, что 
в системе (1) при изменении значений параме-
тра δ реализуется каскад бифуркаций Фейген-

баума удвоения периода устойчивых предель-
ных циклов, полный субгармонический каскад 
бифуркаций устойчивых циклов в соответствии 
с порядком Шарковского и неполный гомокли-
нический каскад бифуркаций Магницкого. Не-
которые циклы субгармонического и гомокли-
нического каскадов бифуркаций и сингулярные 
в смысле теории ФШМ аттракторы изображены 
на рисунках 1,2.

Заключение

В работе проведен аналитический и числен-
ный анализ системы нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений, являющейся мо-
делью динамики численности взаимодействую-
щих популяций хищника и двух жертв. Найдены 
условия мягкого рождения предельного цикла в 
системе в результате бифуркации Андронова-Хоп-
фа. Численно показано, что переход к хаосу в 
системе осуществляется в полном соответствии 
с универсальной бифуркационной теорией Фей-
генбаума-Шарковского-Магницкого через субгар-
монический и гомоклинический каскады бифур-
каций устойчивых предельных циклов. Доказано, 
что нерегулярными (хаотическими) аттракторами 
системы являются исключительно сингулярные в 
смысле теории ФШМ аттракторы. 
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