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Введение

В современном риск-менеджменте разрабо-
тано множество мер риска, позволяющих огра-
ничивать потенциальные потери от инвестиций 
в активы при повышенной волатильности цен. 
До недавнего времени основной мерой риска вы-
ступал показатель VaR (Value at Risk). VaR – это 
уровень потерь в течении N дней, вероятность 
превышения которого составляет (100 – X)%, где 
X – уровень доверия (confidence level) [1]. Од-
нако кризис 2008 года показал, что необходимо 
учитывать эффект «толстых хвостов» распреде-
лений, поэтому Базельский комитет по банков-
скому надзору на сегодняшний день рекоменду-
ет использовать также меру риска ES (Expected 
Shortfall). ES – это ожидаемый уровень потерь в 
течении N дней, при условии, что потери превы-
сят величину VaR [2]. 

Для расчета VaR и ES необходимо формаль-
ное описание динамики цен базовых активов. 
Достаточно точные результаты получаются при 
использовании моделей, позволяющих учитывать 
переменную волатильность, ее кластерность и 
изменяющийся тренд случайного процесса. При-
мером такой модели является интегрированная 

модель авторегрессии и скользящего среднего, 
обобщенная авторегрессионная условная гетеро-
скедастичность, Autoregressive Integrated Moving 
Average, Generalized AutoRegressive Conditional 
Heteroskedasticity (ARIMA-GARCH) [3]. Оценки 
коэффициентов данной модели, полученные мето-
дом квази-максимального правдоподобия на осно-
ве исторических данных [4], позволяют воспроиз-
вести динамику базового актива. 

Оценку риска опционов методом Монте-Кар-
ло рекомендуется проводить на основе как физиче-
ской, так и риск-нейтральной меры. Это связано с 
тем, что риск-метрики на основе физической меры 
являются ретроспективными, поэтому затрудняют 
прогнозирование будущих рисков цен финансовых 
инструментов. Для устранения данного недостатка 
пользуются риск-нейтральной мерой, основанной 
на экономических предпосылках, например, обе-
спечивающей максимум функции полезности ин-
вестора.

На данный момент существует ряд преобра-
зований, позволяющих получать риск-нейтраль-
ную меру из физической меры, соответствую-
щей исходному ARIMA-GARCH-процессу. К 
подобным преобразованиям относятся локально 
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риск-нейтральная мера (LRNVR) [5], преобразова-
ние Эшера, расширенный принцип Гирсанова [6]. 
Для неполных рынков характерно существование 
нескольких риск-нейтральных мер. Выбор меры 
должен проводиться исходя из экономических 
предположений о рациональном поведении участ-
ников рынка. Локальная риск-нейтральная мера [5] 
обеспечивает максимизацию функции полезности 
инвестора. В случае расширенного принципа Гир-
санова минимизируется функция затрат динамиче-
ского хеджирования, необходимого для выполне-
ния инвестором в конечный момент времени своих 
обязательств. В рамках данной статьи рассматри-
вается расширенный принцип Гирсанова. Подроб-
ное описание принципа Гирсанова можно найти в 
статье [6]. 

Коэффициенты ARIMA-GARCH-моделей, 
обеспечивающие риск-нейтральную динамику цен 
базовых активов, позволяют рассчитывать VaR и 
ES портфеля опционов. Однако в случае несколь-
ких базовых активов приходится моделировать 
их совместное распределение.  С подобного рода 
задачами часто приходится сталкиваться финан-
совым организациям, имеющим портфели с боль-
шим количеством деривативов на разные базовые 
активы.

Расширенный принцип Гирсанова применим 
для многомерного распределения, однако для таких 
моделей как ARIMA-GARCH приходится иметь 
дело с системой уравнений, включающих в себя 
не только уравнения, описывающие дисперсии, 
но также уравнения ковариаций, что в конечном 
итоге приводит к оптимизационной задаче (метод 
квази-максимального правдоподобия) с большим 
количеством неизвестных. Одним из способов ре-
шения проблемы размерности является использо-
вание метода главных компонент, позволяющего 
перейти от базовых активов к некоррелированным 
случайным процессам (компонентам) [7]. На дан-
ный момент существует множество статей [8–10], 
посвященных применению метода главных ком-
понент в финансовом анализе, однако нет работ 
посвященных теории и практики применения дан-
ного метода к риск-нейтральному моделированию 
цен активов

Целью статьи является описание подхода, 
позволяющего применить аппарат метода главных 
компонент для риск-нейтрального моделирования 
цен активов и расчета рисков соответствующего 
портфеля опционов.

Работа построена следующим образом. 
В разделе 1 приводится краткий обзор мето-
да главных компонент, позволяющего полу-
чить статистически независимые компоненты 

взамен исходных цен базовых активов. В раз-
деле 2 рассматривается расширенный прин-
цип Гирсанова, используемый для получения 
риск-нейтральных коэффициентов для одно-
мерных ARIMA-GARCH-моделей, описывает-
ся ARIMA-GARCH-модель и приводятся при-
меры использования расширенного принципа 
Гирсанова. Раздел 3 содержит результаты, не-
обходимые для получения риск-нейтральных 
ARIMA-GARCH-моделей главных компонент. 
Раздел 4 посвящен постановке задачи оценки 
риск-метрики VaR портфеля опционов на разные 
базовые активы и проведению численного экспе-
римента, позволяющего оценить эффективность 
полученных теоретических результатов.

1. Метод главных компонент

Метод главных компонент [11] заключается в 
разложении случайного вектора  
размерности n по линейно независимой систе-
ме векторов, отвечающей собственным значе-
ниям ковариационной матрицы вектора X. Рас-
смотрим центрированный вектор 
ниям ковариационной матрицы вектора 

, 
тогда линейная модель главных компонент для 

 примет вид , где  - 
нормированный и центрированный случайный 
вектор некоррелированных главных компонент

,  детермини-
рованная матрица коэффициентов разложения 
случайных величин Xi на главные компоненты Fj. 
Ниже приводится краткий обзор получения слу-
чайного вектора F.

Пусть  ковариационная матри-
ца случайного вектора X. Ковариационная матрица 
является симметричной и неотрицательно опреде-
ленной, поэтому имеет n вещественных неотрица-
тельных собственных значений . Вве-
дем матрицу  при условии, что 

                           (1)

Рассмотрим  – нор-
мированные собственные векторы матрицы , 
соответствующие собственным значениям 

. Тогда для  следует, что  
, где I – единичная 

матрица размерности n:

,

. (2)

Введя матрицу , с учетом 
соотношений (1) и (2) получим:
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,

.

Пусть , при этом, так как 
, то  

центрированный вектор, а поскольку 
, 

получаем, что компоненты случайного вектора  
не коррелированы и . По-
этому нормированный и центрированный вектор F 

равен .
Из ,  

и того, что у ха-
рактеристического многочлена матрицы n-го по-
рядка коэффициент при мономе  равен следу 
матрицы, следует, что  (след матрицы 
будет являться инвариантом относительно данного 
линейного преобразования). Из равенства следов 
матриц  и  получим, что

.
То есть, дисперсия исходных случайных вели-

чин  полностью описывается диспер-
сией компонент , при этом, в силу сде-
ланного предположения , имеем: 

. Таким образом 
дисперсия каждой следующей компоненты будет 
описывать меньшую долю дисперсии исходных 
случайных величин, чем дисперсия предыдущей 
главной компоненты. Из того, что , 

 
следует 

.
В частности, 

, то есть ковариационная матри-
ца случайного вектора X полностью вос-
производится матрицей коэффициентов A. 
Так как , 
то  (ковари-
ация случайной величины Xi и компонен-
ты Fj  равна элементу матрицы коэффициен-
тов aij). Найдем матрицу коэффициентов A. Из 
того, что  следует . 

Из равенства  получаем , 

 Как 

правило, при моделировании случайных векторов 
используют k первых главных компонент, которы-
ми описывается не менее 70% дисперсии исход-
ных случайных величин (  [11].

2. Расширенный принцип Гирсанова

В рамках модели расширенного принципа Гир-
санова рассматриваются разности логарифмов цен 

базового актива: , где St – стоимость 

базового актива, выраженного в единицах валюты 
рассматриваемого финансового инструмента. При 
переходе к дисконтированным ценам базового ак-
тива  условие риск-нейтральности 
примет вид 

 условие риск-нейтральности 
, где матема-

тическое ожидание относительно меры ,  
фильтрация относительно меры . Динамика дис-
контированных цен базового актива описывается 
уравнением:

где процесс  является мартингалом:

.

Поделив левую и правую части выражения 
динамики цен базового актива на , получим: 

.
Из того, что  Из того, что 

 следует

.   (3)
Выражение (3) также описывает динамику 

дисконтированных цен базового актива, но уже 
выраженную через обратный дисконтирующий 
множитель и случайный процесс Wt. Из выражения 
(3) видно, что условие риск-нейтральности будет 
выполнено если , т. е. 
условие  эквивалентно условию 

. 
Расширенный принцип Гирсанова опирается 

на понятия эквивалентности мер и производной 
Радона-Никодима [12,13]. Напомним, что вероят-
ностная мера  называется эквивалентной мар-
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тингальной мерой (equivalent martingale measure 
EMM) относительно меры , если , т.е. 

 и процесс  явля-
ется мартингальным относительно меры , т.е. он 
интегрируем 
ется мартингальным относительно меры , т.е. он 

. 
Понятие производной Радона-Никодима вытека-
ет непосредственно из понятия об эквивалент-
ности мер. Пусть  и  – две меры на . 
Если , тогда существует неотрицатель-
ная борелевская функция f на , такая, что 

 Более того, f единственна, 
т.к. если  то . Функ-

ция  называется производной Радона-

Никодима. В расширенном принципе Гирсанова 
утверждается, что случайный процесс Zt, соответ-
ствующий производной Радона-Никодима ,

где  условная плотность распределения Wt, 
обеспечивает риск-нейтральную динамику для 

 в новой мере , относительно старой  [6]. 
Таким образом, процесс  в новой мере  от-
носительно старой  должен быть мартингалом. 
Закон распределения случайного процесса  от-
носительно вероятностной меры  должен совпа-
дать с законом распределения  по мере , т. е. 

.
Для случайного процесса  с условной 

плотностью распределения  производная Радо-
на-Никодима примет вид:

где  значение условной производя-
щей функции моментов в точке 1 [14]. Для перехо-
да к распределению по мере  используется произ-
водящая функция моментов:

 .

Рассмотрим построение риск-нейтральных 
ARIMA-GARCH-моделей с ошибками , распре-
деленными по нормальному и обобщенному экспо-
ненциальному бета-закону (EGB2). Для этого вы-
пишем общий вид   
модели:

где  разностный оператор порядка k, 
определяемый рекуррентно по формулам 

 
[15, 

16]. 
Производящая функция моментов  

и плотности  распределения 
 имеют следующий вид:

 ,

 ,

где  – гам-
ма-функция,  – параме-
тры распределения. Математическое ожида-
ние и дисперсия выводятся непосредственно 
из производящей функции моментов и имеют 
вид: , , 

где ,    

. В итоге полу-

чим , 
. 

Тогда . По распределению 
случайного процесса  находим распределение 

. Таким образом 
получаем производящую функцию моментов для 

: . 

В результате преобразования, описанного 
в расширенном принципе Гирсанова, приходим 
к выводу, что в риск-нейтральной мере  слу-
чайная величина  имеет распределение 

. Тогда 

ARIMA-GARCH-модель примет вид:

,  (4)

где , ,

. Аналогично получа-
ются риск-нейтральные коэффициенты для 
ARIMA-GARCH-модели, ошибки которой имеют 
нормальное распределение: , 
где  [14]. 
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3. Риск-нейтральная динамика портфеля 
активов

Описанный выше метод главных компо-
нент позволяет существенно упростить процесс 
моделирования случайного вектора. Первым 
очевидным преимуществом является то, что по-
лученные компоненты являются статистически 
независимыми случайными процессами, поэтому 
модель  может быть примене-
на отдельно для каждой взятой компоненты, что 
позволяет свести задачу идентификации много-
мерной  модели к ряду оптимизационных задач 
по поиску оптимальных параметров одномерных 

-моделей. Также можно суще-
ственно сократить размерность, используя лишь 
часть главных компонент, таким образом допол-
нительно упростив задачу. В данном разделе при-
водится объединение теорий, кратко изложенных 
в разделах 1 и 2, что позволяет описать риск-ней-
тральную динамику портфеля активов. 

Как и ранее, рассматривается случайный 

процесс , где  номер 

базового актива  в общем портфеле активов. 
Используя метод главных компонент, можно по-
лучить компоненты , которые при помощи ма-
трицы коэффициентов  приближенно 
восстанавливают динамику исходного случайного 
процесса: , где  общее количе-
ство компонент , в случае сокращения размерно-
сти исходного случайного вектора . Каждая 
компонента (случайный процесс) описывается мо-
делью :

 (5)

Напомним, что переход от физиче-
ской меры к риск-нейтральной произво-
дится при помощи производящей функ-

ции по формуле , где

. Найдем математиче-

ское ожидание и дисперсию случайного процесса ское ожидание и дисперсию случайного процесса 
 относительно риск-нейтральной динамики  с 

помощью производящей функции моментов:

  (6)

  (7)

       (8)

Из  и некоррелированности 
компонент следуют  соотношения:

      (9)

Из выражения (4) видно, что случайная 
ошибка ARIMA-GARCH-модели при преобра-
зовании расширенного принципа Гирсанова не 
меняется. Таким образом можно получить за-
кон линейного преобразования ошибки базово-
го актива через ошибки компонент. Для этого 
заметим, что из того, что 
го актива через ошибки компонент. Для этого 

, следу-
ет, что базовый актив будет также описываться 
ARIMA-GARCH-процессом:

.  (10)

Тогда из (10) получаем, что случайная ошибка 
модели динамики базового актива имеет вид:

 .              (11)

Легко убедиться, что полученная ошибка 
имеет нулевое математическое ожидание и диспер-
сию равную единице. Таким образом выполняется 
условие ошибок ARIMA-GARCH-модели (см. (5)). 
Объединяя выражения (6)–(11), получим риск-ней-
тральную  модель 
динамики базовых активов . 
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Подставляя в выражение (12) 

, можно получить 

динамику базового актива по динамикам ком-
понент. Остается открытым вопрос нахождения 

, получить аналитическое выражение 
можно было бы, если компоненты были независи-
мыми случайными процессами, тогда производя-
щая функция моментов  сводилась бы к выра-
жению: 

.

Однако компоненты являются лишь некор-
релиованными, что не дает возможности выве-
сти аналитический вид производящей функции 
моментов , так требует знания совместной 
плотности распределения компонент. Первым 
способом решения данной проблемы является 
статистическая оценка производящей функции 
моментов по полученным реализациям  относи-
тельно физической меры. Другим способом явля-
ется использование полученных в статье [17] ре-
зультатов модификации расширенного принципа 
Гирсанова, согласно которым уравнение перехо-
да от физической меры к риск-нейтральной име-

ет следующий вид:  , 

 , где n - количество на-

числений за год риск-нейтральной процентной 
ставки, 
числений за год риск-нейтральной процентной 

 . В статье, непрерывное на-
числение процентов  заменено дискретным числение процентов 

 , которое в пределе  стремится к 
непрерывному (далее будет подразумеваться дис-
кретное начисление процентов). Проводя вычис-
ления, аналогичные сделанным в (6)–(8), получим 
условные математическое ожидание и дисперсию 
в риск-нейтральной мере: 

 ,

.

Тогда уравнение динамики базового актива 
(12) примет следующий вид:

. (13)

Выражение (13) уже не зависит от произво-
дящей функции моментов, что дает возможность, 
зная оценки параметров ARIMA-GARCH-моделей 
компонент, риск-нейтральные процентные ставки 
базовых активов, частоту их начисления и коэф-
фициенты матрицы перехода от базовых активов 
к компонентам, получить динамику цен базовых 
активов. 

4. Численный пример

В этом разделе рассматривается портфель из 
пяти опционных контрактов на следующие базо-
вые активы: фондовые индексы DAX (Deutscher 
Aktienindex) и SMI (Swiss Market Index), курс бри-
танского фунта к американскому доллару (British 
Pound / US Dollar), фьючерсы, базовыми активами 
которых выступают нефть (Light Sweet Crude Oil) 
и природный газ (Natural Gas). Данные по всем оп-
ционным контрактам приведены в табл. 1. 

Табл. 1
Портфель опционных контрактов
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Индекс 

DAX
10750 19.06.2020 EUR CALL

Индекс 
SMIM

2340 19.06.2020 CHF PUT

GBP/USD 128 06.05.2020 USD PUT

Natural Gas 2.25 25.06.2020 USD CALL

Light Sweet 
Crude Oil

70 16.11.2022 USD CALL

В представленных данных фигурируют три 
вида валют, соответственно, для применения фор-
мулы (13) были использованы три безрисковые 
процентные ставки, в качестве таковых взяты став-
ки LIBOR (London Interbank Off ered Rate). 

При реализации метода главных компонент 
были выбраны 3 компоненты, которые описывают 
82,79% (более 70%) исходной дисперсии [11]. В 
качестве распределения ошибки модели ARIMA-
GARCH было рассмотрено распределение SU 
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Джонсона [18,19], Данное распределение получе-
но путем нелинейного преобразования нормально-
го распределения и, в силу свойств данного пре-
образования, характеризуется асимметричностью 
и наличием «тяжелых хвостов», что позволяет 
достаточно хорошо приближать реальные цены 
базовых активов. Отсутствие у данного распре-
деления производящей функции моментов делает 
невозможным его применение к классическому 
расширенному преобразованию Гирсанова как для 
одномерного, так и для многомерного случаев. Ре-
зультаты статьи [17] и данной работы позволяют 
применить модификацию расширенного принципа 
Гирсанова и получить риск-нейтральные коэффи-
циенты даже для распределений, не имеющих про-
изводящей функции моментов, как в одномерном, 
так и в многомерных случаях. 

Как упоминалось выше, оценку риска опцио-
нов методом Монте-Карло предпочтительней про-
водить на основе риск-нейтральной меры, так как 
риск-метрики на основе физической меры являют-
ся ретроспективными, что затрудняет прогнози-
рование будущих рисков цен финансовых инстру-
ментов. Расчет справедливой стоимости опционов 
проводился методом Монте-Карло [20]. Европей-
ские опционы CALL и PUT со страйком (ценой ис-
полнения) X и стоимостью базового актива в мо-
мент экспирации ST характеризуются функциями 
выплат 

Тогда стоимость опционного CALL/PUT кон-
тракта на основе риск-нейтральной меры опреде-
ляется как среднее значение функции выплаты от-
носительно риск-нейтральной меры 

 
(на основе 

физической меры среднее значение функции вы-
платы берется относительно меры ), дисконтиро-
ванное к текущему моменту времени:

где  производная Радона-Никодима риск-ней-
тральной меры [13], в рамках данной работы –  
это мера, полученная на основе модифика-
ции расширенного принципа Гирсанова [17]. 
Метод Монте-Карло позволяет оценивать ма-
тематическое ожидание (31) по реализациям 
ARIMA-GARCH-процесса:

.

Многократное моделирование траекторий цен 
базовых активов создает выборку размера N = 10000, 
необходимую для расчета VaR портфеля опционов. 
Данная выборка сортируется по возрастанию и в каче-
стве значения VaR с уровнем значимости α выбирается   
значение с номером 

 
[21]. 

В качестве критерия адекватности модели 
рассматривался тест Купика [22]. Суть его за-
ключается в проведении расчетов меры риска 
VaR-портфеля для определенного историческо-
го промежутка времени и сравнении полученных 
результатов с реальными данными стоимости 
портфеля. В качестве примера был рассмотрен 
временной промежуток с 19 августа 2019 года 
по 23 марта 2020 года (количество рабочих дней 
между ними составило 150). Тест Купика позволя-
ет сравнить модельную и эмпирическую частоту 
событий, когда историческая стоимость портфеля 
активов опускалась ниже значения VaR (пробои). 
Если N – длина выборки, K – количество пробо-
ев кривой VaR,  эмпирическая часто-
та пробитий кривой VaR. Тогда нулевая гипотеза 
теста Купика:  
Проверка осуществляется с помощью статистики 

 
которая, в случае истинности нулевой гипоте-
зы имеет распределение . Так как проводит-
ся двусторонний тест, то статистика, для уров-
ня значимости  должно принимать значения 

. 
Результаты теста Купика (см. табл. 2) показы-

вают, что обе модели проходят бэк-тестирование 

Табл. 2
Результаты теста Купика для уровня значимости  = 95%

VaR, % Мера K S
cup

P-Value

95
Риск-нейтральная 7 0,0359

0,0010 5,0239

0,8498

Физическая мера 8 0,0344 0,8529

99
Риск-нейтральная 2 0,1524 0,6962

Физическая мера 4 2,8890 0,0892
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(значение статистики находится между критиче-
скими значениями). Обе модели показывают высо-
кие значения P-Value для VaR 95%, однако для VaR 
99% модель с физической мерой показала резуль-
таты хуже, чем модель с риск-нейтральной мерой 
(рис. 1–4).

 

Рис. 1. Результаты оценки однодневного VaR 95% 
портфеля активов (риск-нейтральная мера)

Рис. 2. Результаты оценки однодневного VaR 99% 
портфеля активов (риск-нейтральная мера)

Рис. 3. Результаты оценки однодневного VaR 95% 
портфеля активов (физическая мера)

Рис. 4. Результаты оценки однодневного VaR 99% 
портфеля активов (физическая мера)

Заключение
В работе представлен метод нахожде-

ния ARIMA-GARCH-моделей, описывающих 
риск-нейтральную динамику портфеля активов. 
Полученные результаты важны в том случае, когда 
для сокращения размерности применяется метод 
главных компонент. Используя математический 
аппарат метода главных компонент и расширенно-
го принципа Гирсанова, были получены риск-ней-
тральные ARIMA-GARCH-модели динамики цен 
базовых активов (12). Расширенный принцип Гир-
санова требует нахождения производящей функ-
ции моментов суммы случайных процессов (ком-
понент), а так как, в общем случае, компоненты 
не являются независимыми, необходимо наличие 
их совместного распределения, которое неизвест-
но. Результаты статьи [17] позволяют решить дан-
ную проблему, получая на основе расширенного 
принципа Гирсанова риск-нейтральную меру, не 
требующую вычислений производящей функции 
моментов в заданной точке. 

Полученный метод, с одной стороны, позво-
ляет уменьшить размер оптимизационной задачи 
оценки параметров ARIMA-GARCH-моделей за 
счет представления цен активов статистически 
независимыми компонентами и уменьшения их 
количества, с другой – дает возможность получать 
риск-нейтральные цены для оценки рисков порт-
феля деривативов.

Оценка качества полученной модели была 
произведена на основе бэк-тестирования. Ме-
тодом Монте-Карло была оценена стоимость 
портфеля опционов по различным реализациям 
базовых активов, полученных на основе физиче-
ской и риск-нейтральной мер. Далее, на основе 
полученных стоимостей оценивались значения 
VaR портфеля для периода с 19 августа 2019 года 
по 23 марта 2020 года. Результаты теста Купика 
демонстрируют преимущества использования 
найденного метода перед классическим (без ис-
пользования риск-нейтральной меры), что гово-
рит о правильности полученных теоретических 
результатов.
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Risk-neutral dynamics of the asset portfolio by using the principal component method 
A.R. DanilishinI

I Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics MSU, Moscow, Russia

Abstract. Assessing the risks of a portfolio of options on various underlying assets requires a modeling of the 
joint price dynamics of these assets. In the case of a large number of assets, the principal component method is 
often used to reduce the dimension, which allows to model prices of underlying assets by modeling relatively 
small number of uncorrelated components. The ARIMA-GARCH model is considered for modeling dynamics 
of main components of underlying asset’s prices, because of it allows to take into account changes in the trend 
and volatility of random processes. 
Monte Carlo option risk assessment is carried out on the basis of both physical and risk-neutral measures. This is 
due to the fact that risk metrics based on a physical measure are retrospective, which makes it difficult to predict 
future price risks of financial instruments. Method of transforming ARIMA-GARCH coefficients that provide 
risk-neutral dynamics of underlying asset’s prices is produced in this article.
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