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Введение
Задача стабилизации процесса очистки сточ-

ных вод от промышленных сбросов играет важ-
ную роль в проблеме охраны окружающей среды. 
Математическому моделированию динамики про-
цесса биологической очистки сточных вод, на ос-
нове применения активного ила, представляющего 
собой многокомпонентную биомассу микроорга-
низмов, посвящено большое количество исследо-
ваний [1-3, 6-10].

Стремление учесть как можно большее число 
параметров и связей между ними приводит к не-
возможности аналитического и качественного ис-
следования модели, что снижает ее практическую 
ценность. В связи с этим, в предлагаемой работе 
рассматривается простая, основанная на балан-
совых соотношениях, модель системы биологи-
ческой очистки осадков сточных вод, состоящей 
из аэротенка, отстойника и звена рециркуляции. 
Аэротенк представлен в виде последовательности 
компартментов, имеющих номера i, i = 1, ... ,n, био-
масса и субстрат переходят из i-го компартмента 
в i+1-й. При этом происходит процесс окисления 
субстрата биомассой, в результате чего концентра-
ция субстрата уменьшается, а биомассы – растет с 
увеличением i.

Очевидно, возрастающая концентрация био-
массы ограничена сверху, что моделируется урав-
нениями логистического типа. Каждому компарт-
менту соответствуют свои параметры, задающие 
соответствующие ограничения. Представленная 
в работе модель аналогична модели шумпетеров-

ской динамики распределения капитала по уров-
ням эффективности, разработанной и исследован-
ной авторами [4].

В этой модели рост капитала происходит за 
счет производства на текущем уровне эффективно-
сти, а также за счет перехода с предыдущего уров-
ня вследствие инновационного и имитационного 
процессов. При этом ограниченность экономиче-
ского роста моделируется посредством уравнений 
логистического типа.

В представленной модели системы биологиче-
ской очистки компартмент аэротенка является ана-
логом уровня эффективности экономики отрасли. 
Следует отметить, что уравнения, описывающие 
шумпетеровской динамику и впервые полученные в 
[5], в своей основе имеют уравнение Бюргерса, опи-
сывающее связь между скоростью течения жидко-
сти и ее кинематической вязкостью в гидродинами-
ке. Таким образом предлагаемая модель динамики 
биоочистки имеет вполне логичную, твердую осно-
ву: одна и та же математическая модель способна 
описывать как гидродинамику, так и экономиче-
скую динамику и динамику биоочистки. В связи с 
этим можно вспомнить модель Лотки-Вольтерра, 
предложенную для описания взаимодействия хищ-
ник-жертва, и активно используемую для описания 
экономической динамики [11,12].

1. Инвариантное множество  
и его глобальная устойчивость

Рассмотрим систему очистки, в которую вхо-
дят аэротенк, состоящий из n компартментов, от-
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стойник и звено рециркуляции. При этом скорость 
очистки описывается функцией Моно. Пусть ин-
тенсивность подачи активного ила равна u. Полу-
чим следующую динамическую систему, описыва-
ющую динамику концентрации микроорганизмов 
в каждом компартменте:

 (1)

                                                   ,
где si, xi – концентрация субстрата-загрязните-
ля и концентрация микроорганизмов в i-м ком-
партменте, соответственно; Vi – максимально 
возможная концентрация микроорганизмов в i-м 
компартменте; Y –коэффициент утилизации суб-
страта-загрязнителя в биомассу микроорганизмов; 
γi – максимальная удельная скорость роста ми-
кроорганизмов; b – скорость субстрата на входе. 
При этом входной поток Q = Q(u) пропорционален 
скорости возвратного потока u, входной поток суб-
стратов R полагается кусочно-постоянным. Будем 
считать параметры системы, если не оговорено 
особо, постоянными.

Замечание. Заметим, что система (1) разрабо-
тана на основе модели шумпетеровской динамики 
распределения капитала по уровням эффективно-
сти, описанной в [4]. Аналогичные параметры Vi в 
указанной модели используются для ограничения 
роста капитала на каждом уровне.

Поставим задачу нахождения постоянной 
скорости u > 0 возвратного потока активного ила 
такой, что

                  (2)

при t ≥ t*, c1, c2, t* – положительные постоянные. 
Отметим, что по сути – это задача об устойчивости 
по Лагранжу с построением инвариантного мно-
жества, в которое входят все траектории.

Предложение 1. Множество
 

инвариантно.
Доказательство. Из (1) имеем,  при 
,  при , что означает, что траекто-

рии не выходят из множества  через граничные 
гиперплоскости , . Следовательно,  
инвариантно.

Обозначим, . Тогда (1) имеет вид:

    (3)

Обозначим, D = Q + YR. Система (3) – линейная 
неоднородная, имеет равновесие . 
Перепишем (3) в виде:

                              (4)

где

Теорема 1. Равновесие  
системы (3) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Собственные числа матри-
цы линейного приближения  сле-
довательно, в силу линейности (3) равновесие  
асимптотически устойчиво.

Из теоремы 1 следует, что для любого 
 решение 

 системы (3) стремится к : 
 решение 

 
при 

 системы (3) стремится к 
, где .

Введем обозначение: .
Следствие теоремы 1. Для любо-

го  и любой начальной точки 
 положительная полу-

траектория  входит в множество 
 и 

остается в нем при .
Теорема 1 и следствие из нее позволяют 

строить управление, решающее поставленную 
задачу (2) стабилизации системы биоочистки. 
Действительно, поскольку , то для 

 такой, что

 

Это значит, что  при . 
Для решения задачи (2) достаточно взять  на-
столько малым, а u настолько большим, чтобы 

, если  или , 
если .

2. Глобальная устойчивость равновесия 
системы (1)

Покажем теперь, что система (1) имеет един-
ственное равновесие в , являющееся глобаль-
но устойчивым в . Последнее означает, что все 
траектории системы (1), начинающиеся в точках, 
принадлежащих , стремятся к этому равнове-
сию. Это обстоятельство позволяет прогнозировать 
состояние системы биоочистки и управлять им, из-
меняя значение скорости возвратного потока u.

Теорема 2. Система (1) имеет единственное 
равновесие .

Доказательство. Равновесие является реше-
нием системы алгебраических уравнений:
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 (5)

Аналогично тому, как была получена система 
(3) из (1), получаем:

         (6)

Подставляя  в уравнения си-
стемы (5), имеющие нечетные номера, получим:

  (7)

Покажем, что первое уравне-
ние системы (7) имеет единственное ре-
шение, удовлетворяющее (6). Пусть 

, 
т.е.  – левая часть первого уравнения систе-
мы (7). Тогда 

. Здесь . 
Следовательно, кубическое уравнение имеет по од-
ному корню на промежутках , 
из которых только  удовлетворяет (6). 
Подставляя  во второе уравнение системы (7) 
и проводя аналогичные рассуждения, получа-
ем, что единственный корень . Повто-
ряя данную процедуру, получаем единственное 
решение системы (7)  такое, что 

. Учитывая (6), получаем един-
ственное равновесие .

Замечание. Полученная в доказательстве те-
оремы 2 оценка , где 

Полученная в доказательстве те-
, позволяет 

прогнозировать состояние системы (1) и управлять 
им, изменяя величину u.

Покажем, что равновесие  глобально 
устойчиво в , т.е.  при  

.
Теорема 3. Равновесие  системы (1) 

глобально устойчиво в .
Доказательство. Доказательство теоремы 

следует из лемм 1, 2.
Рассмотрим систему, состоящую из первых 

двух уравнений системы (1):

     (8)

Лемма 1. Равновесие  системы 
(8) глобально устойчиво .

Доказательство. Пусть

. 

Из теоремы 2 при  следует, что 
 и 

положительно инвариантное множество – отрезок 
 – является объединением двух положительных 

полутраекторий – промежутков  и рав-
новесия :

При этом в точке : , в точке : 
, т.е. фазовые точки стре-

мятся к  вдоль 
, т.е. фазовые точки стре-

. Теперь утверждение 
леммы 1 следует из теоремы 1.

Рассмотрим теперь систему (1) при .

 (9)

Лемма 2. Равновесие  
системы (9) глобально устойчиво .

Доказательство. Пусть Доказательство Пусть 
. Очевидно,  

и отрезок  является положительно 
инвариантным одномерным множеством системы 
(9), состоящим из двух положительно инвариантных 
полутраекторий  и равновесия . 
При этом в точке  , в точке  

, фазовые точки стремятся 
к  вдоль . Далее утверждение леммы 
1 следует из теоремы 1.

Для доказательства теоремы 3 остается 
применить рассуждение по индукции, аналогичное 
рассуждению из доказательства леммы 2.

Заключение

В работе представлена простая модель систе-
мы биологической очистки осадков сточных вод, 
состоящей из аэротенка идеального вытеснения, 
отстойника и звена рециркуляции, разработанная 
на основе модели шумпетеровской динамики. Огра-
ниченность роста концентрации биомассы модели-
руется уравнениями логистического типа. Показана 
глобальная устойчивость равновесия данной дина-
мической системы, что позволяет прогнозировать 
состояние системы биоочистки и управлять им, из-
меняя значение скорости возвратного потока u.
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The modeling of the biological wastewater treatment process on the base of the Schumpeterian 
dynamics

A.N. KirillovI, A.M. SazonovI
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Sciences”, Moscow, Russia

Abstract. In the paper the simple model of the biological wastewater sludges treatment system consisting of 
the aerotank with ideal displacement, the settler and return element developed on the base of the model of the 
Schumpeterian dynamics. The boundedness of the biomass concentration growth is modeled via the logistic 
differential equations. The global stability of the equilibrium of this dynamic system is proved, which allows 
for the prediction of the biological treatment system statement and for control of the system by changing of the 
return stream velocity.
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