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Введение
Трудности синтеза оптимальных управлений 

нелинейными динамическими объектами обусло-
вили появление функционалов качества специ-
ального типа, получивших условное название 
критериев или функционалов обобщенной работы 
(ФОР) [1-6]. Хотя в ряде случаев функционалы 
обобщенной работы являются полуопределенны-
ми, они могут играть фундаментальную роль в ре-
шении основной проблемы прикладной современ-
ной теории автоматического управления – синтеза 
оптимального управления в реальном масшта-
бе времени. Полуопределенность функционала 
заключается в том, что он содержит неизвестное 
до выполнения синтеза положительно определен-
ное слагаемое. Выбор функционала специального 
вида обоснован тем, что при синтезе регуляторов 
удается существенно упростить вычислительную 
процедуру. В отличие от известных публикаций, в 

которых используются неклассические функцио-
налы, в предлагаемой статье рассматривается зада-
ча дифференциальной игры, оптимальные управ-
ления в которых синтезируются с использованием 
квадратических функционалов обобщенной рабо-
ты. Объекты, рассматриваемые в статье, описыва-
ются системой нелинейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Синтез управлений для 
таких систем производится с использованием ма-
тематических моделей этих систем, которые имеют 
линейную структуру и параметрами, зависящими 
от состояния (State Dependent Coefficient, SDC). 
Этот метод линеаризации нелинейных динами-
ческих систем имеет условное название «расши-
ренная линеаризация» (extendend linearization) 
[7–9]. Впервые проблема управления нелиней-
ными объектами с их эквивалентным представ-
лением в виде линейных моделей с параметра-
ми, зависящими от состояния, и функционалами, 
матрицы штрафа которых также зависят от состо-
яния объекта, была сформулирована в начале 60-х 
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годов XX столетия. С конца 90-х годов метод при-
влекает все большее внимание со стороны ученых 
и практиков. Следует отметить, что до настоящего 
времени остается ряд вопросов, связанных с неод-
нозначностью представления нелинейного объекта 
в виде математической модели с линейной струк-
турой и с параметрами, зависящими от состояния.

Преобразование исходного нелинейного 
дифференциального уравнения, которое описы-
вает исходную систему управления, в систему с 
линейной структурой, но с параметрами, завися-
щими от состояния, и использование квадратич-
ного функционала качества позволяют при синте-
зе управления осуществить переход от уравнения 
Беллмана-Айзекса к уравнению типа Риккати с 
параметрами, зависящими от состояния (State 
Dependent Riccati Equation, SDRE). Это и со-
ставляет основу SDRE-метода синтеза опти-
мальных нелинейных систем управления. Син-
тезированные управления с использованием 
SDC-модели и квадратичным критерием каче-
ства обеспечивают устойчивость модели при лю-
бых начальных условиях. Но этого может не быть 
при приложении синтезированного управления 
с использованием SDC-модели к исходной не-
линейной системе [9]. Таким образом, в общей 
постановке задачи синтеза не решена задача о 
глобальной асимптотической устойчивости не-
линейной системы с управлением, синтезиро-
ванным с использованием ее модели с параметра-
ми, зависящими от состояния. 

Материал статьи размещен в следующем 
порядке. В первом разделе определяется класс 
рассматриваемых в статье непрерывных динами-
ческих систем. Обсуждаются вопросы представ-
ления таких систем в виде эквивалентных матема-
тических моделей, имеющих линейную структуру 
и параметрами, зависящими от состояния. Соот-
ветствие SDC- модели, т.е. эквивалентность ее 
решений, управляемой нелинейной динамической 
системы заключается в том, эта модель также 
должна быть управляема. Для установления факта 
управляемости SDC-модели в статье предлагает-
ся критерий «поточечной управляемости», ос-
нованный на некоторой модификации критерия 
управляемости Калмана.

Во втором разделе статьи рассматривается 
задача дифференциальной игры с заданным вре-
менем переходного процесса и ограничениями, 
накладываемыми на управляющие воздействия. 
Вводится функционал качества специального 
вида, позволяющий существенно упростить на-
хождение параметров регуляторов. Модифициро-
ванному уравнению Беллмана-Айзекса, решение 

которого необходимо получить для нахождения 
оптимальных управлений, ставится в соответ-
ствие дифференциальное уравнение от некоторой 
положительно определенной формы, содержащий 
положительно определенную симметрическую 
матрицу, которая присутствует в дополнительном 
слагаемом в интегральной части функционала 
качества. Дифференциальное уравнение, реше-
ние которого определяет эту матрицу, находится 
сравнением правых частей этих двух скалярных 
дифференциальных уравнений. Эта же матрица 
определяет параметры управляющих воздействий 
дифференциальной игры. Доказывается теоре-
ма о глобальной асимптотической устойчивости 
SDC-модели с синтезированными управления-
ми. Используя полученное условие асимптотиче-
ской устойчивости, формулируется условие суще-
ствования дифференциальной игры при заданных 
ограничениях на управляющие воздействия.

В третьем разделе статьи рассматривается 
задача с неопределенным временем окончания пе-
реходного процесса. Основные результаты, пред-
ставленные в этом разделе, базируются на положе-
ниях, полученных во втором разделе.

 В четвертом разделе статьи в качестве ил-
люстрации полученных результатов приведено 
моделирование поведения нелинейной системы из 
двух игроков на бесконечном интервале управле-
ния. Показано, что синтезированные управления 
переводят начальные состояния системы в начало 
координат. 

1. Метод «расширенной линеаризации» в 
задаче формирования математической 

модели системы
Пусть детерминированная управляемая нели-

нейная система описывается обыкновенным диф-
ференциальным уравнением:

0 0( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) , ( ) .d x t f x t g x t u t x t v t x t x
dt

ψ= + + = , (1.1)

где ( ) nx t R∈  состояние системы; xx∈Ω , 
0 0 xx X∈ ⊂ Ω − множество возможных началь-

ных условий системы; ( ) ru t R∈ − управление; 
( ) kv t R∈ − возмущение; вектор-столбец ( ( ))f x t  

и матрицы ( ( ))g x t  и ( ( ))x tψ  − непрерывные 
функции соответствующих размеров. 

Предположение 1.1. Вектор-функция ( ( ))f x t  –  
непрерывная дифференцируемая по , т.е. 

. Кроме того, будем полагать, что 
функции ( ( )), ( ( )), ( ( ))f x t g x t x tψ  такие, что из 
любых начальных условий 0 0( , ) xt x R+∈ ×Ω  ис-
ходит одно и только одно решение уравнения (1.1).



58 Труды ИСА РАН. Том 70. 3/2020

Динамические системы В.Н. Афанасьев, Н.А. Фролова

Для построения эквивалентной математи-
ческой модели системы (1.1), которая будет ис-
пользоваться для синтеза управлений, сделаем 
предположение относительно вектор-функции 

( ( ))f x t  и матриц ( ( ))g x t  и ( ( ))x tψ .
Предположение 1.2. Положим, что при 0x =  

выполняются следующие условия: (0) 0f =  и, кро-
ме этого, .

Учитывая сделанные предположения, пред-
ставим исходную систему (1.1) с помощью мето-
да «расширенной линеаризации» в виде систе-
мы с линейной структурой, параметры которой 
зависят от состояния объекта (SDC-представле-
ние, State Dependent Coefficient factorization 
[7,8]), для этого представим вектор f(x(t))  
в виде:

( ( )) ( ( )) ( )f x t A x t x t= .            (1.2)

При таком представлении уравнение объекта 
(1.1) примет вид:

0 0( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) , ( ) .( ( )) ( )d
x t A x t x t g x t u t x t x

dt
x t v tψ= + =+  (1.3)

Такую запись нелинейной управляемой си-
стемы (1.1) в виде (1.3) называют SDC-представле-
нием. Очевидно, что представление вида (1.3) для 
систем, порядок которых выше первого, не являет-
ся единственным. 

Отметим, что в настоящее время отсутству-
ют критерии для определения таких структурных 
свойств как управляемость и наблюдаемость моде-
лей систем, полученных с использованием метода 
«расширенной линеаризации». Для полученных 
моделей вида (1.3) можно провести «поточечную» 
проверку на управляемость в некоторой области 
исследуемого состояния системы [9].  

Предположение 1.3. Будем считать, что 
представление исходной нелинейной системы в 
виде системы с линейной структурой и параме-
трами, зависящими от состояния, является управ-
ляемым в области допустимых значений ( )x t ,  

0[ , ]×Ωf xt t , то есть пары ( ( )), ( ( ))A x t g x t , 
( ( )), ( ( ))A x t x tψ  являются  поточечно управля-

емыми для всех 0( , ) [ , ]∈ ×Ωf xt x t t .
Дадим пояснение термину «поточеч-

ная управляемость» [9]. Рассмотрим множе-
ство ( ) nD t R∈ , состоящее из всех точек 

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )A x t x t g x t u t x t v tψ+ +  про-
странства ,nR  которые получаются, когда ( )u t  
и  ( )v t  пробегают все множество допустимых 
управлений. Таким образом, для всех t , при ко-
торых ( )x t  существует, справедливо включение 

/( ) ( )d dtx t D t∈  и множество ( )D t  содержит 
все точки ( ) , 0,1, 2,.....i ix t x i= =  траектории 

( )x t  при допустимых управлениях ( )u t  и ( )v t .  

Так как модель системы (1.3), в силу Предпо-
ложения 1.3, является управляемой, то для всех 
точек ( ) , 0,1, 2,.....i ix t x i= =  множества ( )D t  
должны выполняться условия Калмана - условие 
управляемости линейных систем с постоянными 
параметрами:

2 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).... ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).... ( ) ( ) , ( ) ( ).

n
i i i i i i i

n
i i i i i i i i

rank x A x x A x x A x x n

rank x A x x A x x A x x n x t D t

g g g g

ψ ψ ψ ψ

−

−

=

= ∈

  
  

Сделанные выше Предположения 1.2 и 1.3, 
позволят при использовании метода «расширен-
ной линеаризации» получить представление ис-
ходной управляемой нелинейной системы (1.1) в 
виде эквивалентной управляемой модели (1.3), ко-
торая имеет линейную структуру с параметрами, 
зависящими от состояния.   

2. Задача с заданным временем окончания 
переходного процесса

Пусть элемент ( )( ), ( ), ( )x t u t v tξ =  является 
допустимым управляемым процессом. Допусти-
мыми элементами управляемого процесса в по-
ставленной задаче считать будем функции класса 

( ) ( )1 1
0 0( ) [ , ], , ( ) [ , ],n r

f fx C t t R u C t t R⋅ ∈ ⋅ ∈ ,  
 

( )1
0( ) [ , ], k

fv C t t R⋅ ∈ .

Предположение 2.1. Управления ( )u t  и ( )v t  
реализуются с использованием обратной связи по 
состоянию объекта, т.е.

( ) ( , ( )), ( ) ( ) ( )v t t x t u t K t x tφ  .     (2.1)

На управляющие воздействия u(t) и v(t) нало-
жены ограничения вида:

0 0

2 2( ) , ( )
f f

R P

t t

u v
t t

u t dt E v t dt E   .   (2.2)

Рассматривая возмущение ( )v t , как действие 
некоторого игрока противодействующему успеш-
ному выполнению задачи управления, сформули-
руем задачу управления в ключе дифференциаль-
ной игры двух игроков uG  и vG . В статье задача 
дифференциальной игры рассматривается как про-
блема оптимального управления, т.е. игра с нуле-
вой суммой.

Для оценки действий игроков введем функ-
ционал обобщенной работы [1], который по-
зволит при синтезе управлений нелинейной си-
стемы существенно упростить вычислительную 
процедуру:
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 
0

2

22 2 2 T

T T

1( ( ), ( ), ( )) ( )
2

1 ( ) ( ) ( ) (x) ( ( )) ( ) ,
2

, 0, , 0, 0, 0, 0.

f

f F

Q R P M

t

t

J x v u x t

x t u t v t S x t x t dt

F F F Q Q Q R P M

ψ

  

    

   

   



 

(2.3)

Здесь ( ( ))S x t  – неизвестная матрица. Пред-
полагается, что T( ( )) ( ( )), ( ( )) 0S x t S x t S x t  . 

Предположение 2.2. Пусть вектор-функция 
( ( ))f x t  и матрицы 0( ( )), ( ( )), , fg x t x t t t tψ  ∈    

такие, что функция ( , )V t x , определенная как
,    (2.4)

дифференцируемая функция при любых до- 
 
пустимых управлениях: 2 0( ) , fu L t t ⋅ ∈   , 

2 0( ) , fv L t t ⋅ ∈  
.

В общем случае, значение назначаемой 
функции ( , ( ))V t x t  есть решение задачи дина-
мического программирования, связанное с диффе-
ренциальным уравнением первого порядка в част-
ных производных Беллмана-Айзекса [10, 11]:

	

 T

( , ( )) ( , ( ))min max ( ), ( ), ( ), 0,

1( , ( )) ( ) ( ),
2

u

f ff f

v
V t x t V t x tH x t u t v t

t x

V t x t x t Fx t

∂ ∂ + = ∂ ∂ 

=
 

(2.5)

где ( )H ⋅  − гамильтониан

{ }
{ }

22 2 2 T

( , ( ))( ), ( ), ( ),

1 ( ) ( ) ( ) (x) ( ( )) ( )
2

( , ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) .

Q R P M

V t x tH x t u t v t
x

x t u t v t S x t x t

V t x t f x t g x t u t x t v t
x

ψ

ψ

∂  = ∂ 

= + − − +

∂ + + + ∂   

(2.6)

Функция ( )( ), ( ), ( ), ( , ( )) /H x t u t v t V t x t x∂ ∂  
определена и непрерывна для 0 , ft t t ∈   . 

В силу этого, оптимальные управления опре-
деляются соотношениями [12]:

( ) ( )0 0 0 0( ), ( ), ( ), ( , ( )) / min max ( ), ( ), ( ), ( , ( )) /
u v

H x t u t v t V t x t x H x t u t v t V t x t x∂ ∂ = ∂ ∂

( ) ( )0 0 0 0( ), ( ), ( ), ( , ( )) / min max ( ), ( ), ( ), ( , ( )) /
u v

H x t u t v t V t x t x H x t u t v t V t x t x∂ ∂ = ∂ ∂ ,
T T2 2

2 20, 0, 0, 0H H H HP R
v v u u

 

                
         .

Откуда
-1 T -1 T

T T( , ( )) ( , ( ))( ) ( ( )) , ( ) ( ( ))V t x t V t x tu t R g x t v t Põ t
x x

ψ∂ ∂   = − =   ∂ ∂   
.(2.7)

Уравнение для объекта (1.1) с управлениями 
(2.7) имеет вид:

 (2.8)

Лемма 2.1 [13]. Если существуют оптималь-
ные управления в задаче дифференциальной игры 
(1.1), (1.3), то они единственны и определяются 
уравнениями (2.7), где вектор { }T( , ( )) /V t x t x∂ ∂  
является решением уравнения Беллмана-Айзекса:

 (2.9)

Перепишем уравнение (2.9) в виде модифи-
цированного уравнения Беллмана-Айзекса:

 

(2.10)

с краевым условием:
 T1( , ( )) ( ) ( ).

2f f f fV t x t x t Fx t=
 
     (2.11)

Будем искать решение модифицированного 
уравнения Беллмана-Айзекса (2.10), применив к 
исходной нелинейной модели управляемого объек-
та метод «расширенной линеаризации» – уравне-
ние (1.3). 

Определим функцию ( , ( ))V t x t   с точностью, 
до введенной ранее матрицы ( )S x , в виде:

 
.     (2.12)

С учетом (2.12) модифицированное уравне-
ние Беллмана-Айзекса (2.10) принимает вид:

 

(2.13)
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Продифференцировав (2.12) по времени, бу-
дем иметь:

 
(2.14)

где 
1

( ( ))( ( )) ( )
n

i
i

i

d S x t dS x t x t
dt x dt


 .

Откуда, с учетом (2.13) и (2.14):

Назначим матрицу M  в виде 1M P−= . Тог-
да, учитывая, что ( )x t  есть решение уравнения 
(2.8) с ненулевым начальным условием, имеем:

T -1 T( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) 0d S x t S x t A x t A x t S x t S x t g x t R g x t S x t Q
dt

    

T -1 T( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) 0d S x t S x t A x t A x t S x t S x t g x t R g x t S x t Q
dt

     . (2.15)

Сравнивая выражения (2.11) и (2.12) при ft t
, получаем краевое условие для уравнения (2.15):

( ( ))fS x t F .                 (2.16)

Из двух возможных решений уравнения (2.15) 
с краевым условием (2.16) выбираем решение, 
в соответствии с условиями, определенными при 
постановке задачи, при котором матрица ( ( ))S x t  
является положительно определенной.

	 Управления (2.7) с учетом полученных 
результатов, имеют вид:

.       (2.17)

Теорема 2.1. Пусть матрица
 

 

системы

 

(2.18)

по крайней мере, положительно полуопределенная  
 
для всех 

0
( ), ,

f
x t t t t∈  

  . Тогда при условии,  
 
что матрица ( ( ))S x t  является симметрической 
положительно определенной и находится реше-
нием уравнения типа Риккати (2.15) с краевым 
условием (2.16), система  (2.18) асимптотически 
устойчива.

Доказательство этого и последующих утверж-
дений содержится в Приложении.

Используя полученное условие асимптотиче-
ской устойчивости, можно сформулировать усло-
вия существования дифференциальной игры.

Теорема 2.2.  Дифференциальная игра (1.1), 
(2.3) имеет цену, если соотношение ограничений 
(2.2), наложенных на действия игроков uG  и vG  
таково, что выполняется условие: 

1 0.u vE RP E−− ≥                (2.19)

Теорема 2.3. Даны управляемая модель (2.18) 
системы (1.1) и функционал (2.3). Обозначим че-
рез *( , )J t x  минимальную величину, достигаемою 
функционалом ( ( ), ( ))J x u⋅ ⋅  при оптимальных 
управлениях *( , )J t x , реализованным с исполь-
зовании обратной связи. Эта величина равна:

 .

3. Задача с неопределенным временем 
окончания переходного процесса

Рассмотрим задачу дифференциальной 
игры с неопределенным временем окончания пе-
реходного процесса (задача с «открытым гори-
зонтом»). Детерминированная управляемая не-
линейная система описывается обыкновенным 
дифференциальным уравнением (1.1). В этом  
 
уравнении ){ }0( ) ( ) , , f

nx x t R t t t⋅ = ∈ ∈  состо- 
 
яние системы; xx∈Ω , 0 0 xx X∈ ⊂ Ω − мно-
жество возможных начальных условий системы;  
 

){ }0( ) ( ) , , f
ru u t R t t t⋅ = ∈ ∈  

− управление;  
 

){ }0( ) ( ) ,  ,k
fv v t R t t t⋅ = ∈ ∈  − возмущение;  

 
вектор-столбец ( ( ))f x t  и матрицы ( ( ))g x t  и 

( ( ))x tψ  − непрерывные функции соответствую-
щих размеров. В данном разделе работы сохраня-
ются все предположения, сделанные выше относи-
тельно этой системы. 



61Труды ИСА РАН. Том 70. 3/2020

Дифференциальная игра в задаче управления нелинейным объектом с ограничениями на управляющие воздействия

Введем функционал качества дифференци-
альной игры для задачи стабилизации:

 
0

22 2 2

1

T

T

( ( ), ( ), ( ))

1lim ( ) ( ) ( ) (x) ( ( )) ( ) ,
2

, 0, 0, 0, .

f

f
Q R P M

t

t t

J x v u

x t u t v t S x t x t dt

Q Q Q R P M P

ψ








   

      

   



 

(3.1)

Здесь матрица ( ( ))S x t


 – неизвестная, но пред-
полагается, что ( ( )) 0S x t



 , T( ( )) ( ( ))S x t S x t
 

 . 
Для рассматриваемого случая управления 

( )u t  и ( )v t  определяются соотношениями вида 
(2.17)

 ,      (3.2)

в которых  матрица ˆ( ( ))S x t  определяется реше-
нием матричного алгебраического уравнения [7]:

T 1 Tˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) 0S x t A x t A x t S x t S x t g x t R g x t S x t Q   
T 1 Tˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) 0S x t A x t A x t S x t S x t g x t R g x t S x t Q    . (3.3)

Модель системы (1.1) с управлениями (3.2) 
принимает вид:

 

(3.4)

Теорема 3.1. Пусть матрица	  
 

  
 
модели системы (3.4) по крайней мере, положи-
тельно полуопределенная для всех . 
Тогда при условии, что матрица ˆ( ( ))S x t  являет-
ся симметрической положительно определенной и 
находится решением алгебраического матричного 
уравнения типа Риккати (3.3) с параметрами, зави-
сящими от состояния, модель системы  (3.4) асим-
птотически устойчива.

4. Пример

Продемонстрируем полученные выше резуль-
таты математическим моделированием управляе-
мой нелинейной системы второго порядка. Пусть 
система описывается следующим уравнением:

1 2

3
2 1 1 2

1 0 2 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) 2, ( ) 2.

d x t x t
dt
d x t x t u t x t x t v t
dt
x t x t

=

= + + +

= = −

   (4.1)

Отметим, что система (4.1) без управляющих 
воздействий не устойчивая.

Функционал для случая, когда  имеет 
вид

( ) (

)

T T T

0

T 1 T

1, , lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )

f

ft

t

J x u v x t Qx t u t Ru t v t Pv t

x t S x t x t P x t S x t x t dtψ ψ

→∞

−

−= + −

−

∫
 

 

 (4.2)
                                                       .

Таким образом, сравнивая уравнения (1.1) и 
(2.1), можно записать:

2 1
3 2
1 1 2 1 2

( ) 0 1 ( ) 00
( ) ( ) ( ) , , ( ( ))

( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )1
x t x t

f x A x x t g x t
x t x t x t x t x t

ψ
        

= = = = =          +        

2 1
3 2
1 1 2 1 2

( ) 0 1 ( ) 00
( ) ( ) ( ) , , ( ( ))

( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )1
x t x t

f x A x x t g x t
x t x t x t x t x t

ψ
        

= = = = =          +        
.       (4.3)

Назначим матрицы штрафа:
1 0

, 1
0 1

Q R 
= = 
 

.

Матрицу P назначим, исходя из усло-
вия существования дифференциальной игры 
(2.19), а именно: ( )2

1 2( ) ( )P x t x t≥ + . Примем 
( )2

1 2( ) ( ) 1P x t x t= + + .
Не трудно видеть, что пары ( ( )), ( )A x t g t  

и ( ( )), ( ( ))A x t x tψ    управляемы. Действитель-
но, применяя поточечный критерий управляемо-
сти:

[ ] 1 0
( ) ( ( )) ( ) 2

0 1
rang g t A x t g t rang =

 
=  

 
,

[ ] 1 2

1 2

0 ( ) ( )
( ( )) ( ( )) ( ( )) 2,

( ) ( ) 0
x t x t

rang x t A x t x t rang
x t x t

ψ ψ =
+ 

=  + 
 

[ ] 1 2

1 2

0 ( ) ( )
( ( )) ( ( )) ( ( )) 2,

( ) ( ) 0
x t x t

rang x t A x t x t rang
x t x t

ψ ψ =
+ 

=  + 
для 1 2( ) ( )x t x t≠ − .

Таким образом, модель системы (4.1) с матри-
цами (4.3) управляема, т.к. 2( )x t ∈ .

Запишем уравнение Риккати с параметрами, 
зависящими от состояния:

( )
2

11 12 11 21 11 12 11 121
2

21 22 1 12 22 21 22 21 22

0 1 0 1 00
0 1 0

0 1 0 11 0
s s s s s s s sx
s s x s s s s s s

            
+ − + =            

            

( )
2

11 12 11 21 11 12 11 121
2

21 22 1 12 22 21 22 21 22

0 1 0 1 00
0 1 0

0 1 0 11 0
s s s s s s s sx
s s x s s s s s s

            
+ − + =            

            
Решением уравнения Риккати является поло-

жительно определенная матрица: 

( )( )2 4 4 2 4
1 1 1 1 1

2 4 2 4
1 1 1 1

2 2 1 1 1 1
( )

1 2 2 1 1

x x x x x
S x

x x x x

 + + + + + + 
=  
 + + + + + 
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Откуда оптимальные управления принимают 
вид:

( )

( )
( )

( )

1 T

2 4 2 4
1 1 1 1 1 2

1 T

1 22
1 2

2 4 2 4
1 1 1 1 1 2

( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) 1 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 1 ( ),

( ) ( ( )) ( ( )) ( )
1 ( ) ( )

( ) ( ) 1

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 1 ( ) .

u t R g t S x t x t

x t x t x t x t x t x t

v t P x t S x t x t

x t x t
x t x t

x t x t x t x t x t x t

ψ

−

−

= − =

 = − + + − + + + 
 

= =

= + ×
+ +

  × + + + + + +    

 (4.4)

Запишем исходную систему (4.1) с оптималь-
ными управлениями (4.4):

( )
( )

( ) ( )

1 2

3 2 4 2 4
2 1 1 1 1 1 1 2

2
1 2 2 4 2 4

1 1 1 1 1 22
1 2

1 0 2 0

( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 1 ( )

( ) ( )
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 1 ( )

( ) ( ) 1
( ) 2, ( ) 2

d x t x t
dt
d x t x t x t x t x t x t x t x t
dt

x t x t
x t x t x t x t x t x t

x t x t
x t x t

=

 = − + + − + + + + 
 

+   + + + + + + +    + +

= = −

На рис. 1 приведены переходные процессы 
для состояний системы (4.1) с управляющими воз-
действиями ( )u t  и ( )v t . 

Рис. 1. Переходные процессы в системе 1( )x t   

и 2 ( )x t
На рис. 2 приведены графики управляющих 

процессов ( )u t  и ( )v t .

Рис. 2. Управляющие воздействия ( )u t  и ( )v t

Как видно из приведенных графиков, управ-
ления (4.4) обеспечивают исходной нелинейной 
системе (4.1) асимптотическую устойчивость.

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о   т е о р е м ы 2.1. 

Введем функцию Ляпунова ( ( ))LV x t  в виде [14]:
T( )( ) ( ) ( ) ( )L tV x x t S t x t=           (П.1)

Используя вторую теорему Ляпунова, запишем:

{ }T T( ( ))
( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ),LdV x t d

x t S x t x t x t Qx t
dt dt

= ≤ −  (П.2)

откуда

Учитывая, что первое слагаемое в этом выра-
жении равно нулю, т.к.

T -1 T( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) 0d S x t S x t A x t A x t S x t g x t R g x t S x t Q
dt

    

T -1 T( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) 0d S x t S x t A x t A x t S x t g x t R g x t S x t Q
dt

     ,

получаем
 (П.3)

Таким образом, условие асимптотической 
устойчивости SDC-модели системы

обеспечивается назначением матриц штрафа R  и 
P  функционала качества так, чтобы выполнялось 
матричное неравенство

 (П.4)
или, что то же самое, матрица 

должна быть, по крайней мере, положительно по-
луопределенной.

Д о к а з а т е л ь с т в о   т е о р е м ы  2.2. Про-
интегрируем условие (П.3) и, учитывая (П.4), 
будем иметь:

Принимая во внимание, что  
 

0 0

2 2( ) , ( )
f f

P R

t t

v u
t t

v t dt E u t dt E   , получаем:  
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условие существования дифференциальной игры 
1 0u vE RP E−− ≥ .

Д о к а з а т е л ь с т в о   т е о р е м ы  2.3. 
Подставим в подынтегральную часть функционала

{ }
0

22 2 2

T

T

1( ( ), ( ), ( )) ( ) ( )
2

1 ( ) ( ) (x) ( ( )) ( ) ( )
2

f

f f

Q P RM

t

t

J x v u x t Fx t

x t v t S x t x t u t dtψ

⋅ ⋅ ⋅ = +

+ − − +∫
выражение T ( ) ( ( )) ( ) /d x t S x t x t dt   , компенси-
ровав вне интеграла следующим соотношением: 

T T0,5 ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )f f fx t S x t x t x t S x t x t −  , т.е.

{ }

{ }

0

0

T T

T T
0 0 0

22 2 2 T

1 1( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) /
2 2

1 ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )
2

1 ( ) ( ) ( ) (x) ( ( )) ( ) .
2

f

f

f f

f f f

Q R P M

t
J x v u x t Fx t d x t S x t x t dt dt

t

x t S x t x t x t S x t x t

t
x t u t v t S x t x t dt

t
ψ

⋅ ⋅ ⋅ = +  ∫  

 + − + 

+ + − −∫

Принимая во внимание то, что
 

и что  ( ( ))fS x t F= , имеем:

.

Доказательство Теоремы 3.1 проводится ана-
логично доказательству Теоремы 2.2.

Заключение

В отличие от известных работ в настоящей 
статье рассматривается задача синтеза оптималь-
ных управлений для нелинейного объекта в поста-
новке дифференциальной игры с неклассическим 
функционалом. Использование функционала та-
кого вида позволяет с одной стороны использо-
вать стандартную методику синтеза оптимального 
управления для систем с квадратическим функци-
оналом качества, с другой – учесть наложенные 
ограничения на управляющие воздействия и найти 
условия существования седловой точки функци-
онала. Доказана асимптотическая устойчивость 
нелинейной системы управления с синтезирован-
ными управлениями. Теоретические результаты 
подтверждены математическим моделированием.
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