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Введение

Метод рентгеновской компьютерной томо-
графии (КТ) – распространенный способ изучения 
внутренней структуры или локального состава 
образца без его физического разрушения. Метод 
основан на измерении рентгеновского излучения 
после его ослабления в образце [1]. В классиче-
ской постановке задачи КТ описанием внутренней 
структуры образца служит пространственное рас-
пределение коэффициента ослабления рентгенов-
ского излучения, причем зондирующее излучение 
считается монохроматическим. Модель формиро-
вания изображения (связь между распределением 
коэффициента ослабления и количеством зареги-
стрированных квантов) при этом нелинейна. Одна-
ко известно преобразование измеренных значений, 
которое приводит их связь с распределением коэф-
фициентов ослабления к линейной. Это позволяет 
свести задачу реконструкции к обращению преоб-
разования Радона, что и реализуют классические 

алгоритмы КТ. Среди них – алгоритм обратного 
проецирования с фильтрацией (FBP – Filtered Back 
Projection) [2] и алгоритм Фурье-синтеза (DFR – 
Direct Fourier Reconstruction) [3].

Однако на данный момент большинство то-
мографических исследований выполняется на то-
мографических установках, в которых в качестве 
источника рентгеновского излучения используется 
рентгеновская трубка. Излучение рентгеновской 
трубки полихроматическое [4]. К сожалению, при-
менение классических алгоритмов реконструкции к 
данным, полученным с использованием излучения 
с широкополосным спектром, приводит к появле-
нию на восстановленном изображении чашевидных 
искажений профиля показателя ослабления и по-
лосам завышенного показателя ослабления между 
сильно поглощающими включениями. Уже в пер-
вом томографе с лабораторным источником рент-
геновского излучения, сконструированном в 1969 
году Хаунсфилдом [5], артефакты, возникающие 
вследствие использования полихроматического 
рентгеновского излучения, стали проблемой. Пер-
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вое описание чашевидных артефактов было опу-
бликовано Р. А. Бруксом и Г. Ди Чиро в 1976 году 
[6]. Позже в мировой литературе стали появляться 
работы, посвященные их описанию и исследова-
нию, взаимосвязи между их выраженностью и ус-
ловиями измерения [7-9]. Наиболее характерными 
артефактами являются чашевидные искажения про-
филя показателя ослабления [10, 11]. Они проявля-
ются в виде завышенного показателя ослабления на 
краях сильно поглощающих объектов, по сравне-
нию с его центром. На рис. 1 показано сравнение 
результата реконструкции по набору изображений, 
полученных при использовании в вычислительном 
эксперименте монохроматического излучения (рис. 
1,а), и по набору, полученному при использовании 
полихроматического излучения (рис. 1,б). Для ре-
конструкции использовался метод FBP. Видно, что 
на реконструкции полихроматических данных по 
краю объекта появился ореол в виде завышенного 
показателя ослабления. На рис. 1,в приведены про-
фили яркости восстановленных изображений по 
указанным на рис. 1,а и 1,б линиям.

Рис.1. Иллюстрация чашевидных искажений:  
а) реконструкция фантома по изображению,  

сформированному с помощью монохроматического 
излучения методом FBP; б) – с помощью  

полихроматического излучения; в) – профили  
яркости по указанным на а) и б) линиям

Одним из методов подавления артефактов 
является метод предварительной обработки за-
регистрированных изображений, предложенный 
Г. Т. Германом в 1979 году в работе [12]. Предло-

женный метод заключается в коррекции лучевых 
интегралов перед применением алгоритма рекон-
струкции. Основная цель коррекции – линеариза-
ция зависимости измеренного значения от толщи-
ны образца, так называемый полихроматический 
лучевой интеграл. Это (линейность зависимости) 
выполняется в монохроматическом случае (рис. 2). 
В качестве модели функции коррекции Т. Г. Гер-
ман использовал полиномы второй степени. Па-
раметры функции подбирались с использованием 
априорной информации, полученной по дополни-
тельным измерениям. Таким образом подобранные 
параметры функции коррекции использовались 
для пересчета измеренных значений перед рекон-
струкцией при исследовании схожих по составу и 
размеру образцов при тех же экспериментальных 
параметрах.

Рис. 2. Зависимости измеренного значения  
от толщины образца при зондировании монохрома-

тическим и полихроматическим излучением

В работе [13] А. Дж. Коулман и М. Синклер 
предложили в качестве функции коррекции ис-
пользовать комбинацию двух полиномов, пара-
метры которых подбирались по калибровочным 
измерениям. Калибровочные измерения авторы 
проводили с использованием двух трубок, излуче-
ние которых различно по спектральному составу. 
Данный метод авторы применяли в медицинском 
томографе модели EMI CT5005. В работе [14] ис-
следовалась функция коррекции для применения к 
данным, зарегистрированным на промышленном 
томографе. В качестве модели корректирующей 
функции авторы также использовали полиномы. С 
помощью разработанного инструмента моделиро-
вания полихроматических данных авторами было 
показано, что для применения полиномиальной 
функции коррекции в задачах промышленной то-
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мографии необходимо использование полиномов 
восьмой степени и выше. Авторами также показа-
но, что данный метод применим только для одно-
компонентных образцов.

Для образцов, состоящих более чем из двух 
компонентов, полиномиальный метод предвари-
тельной коррекции часто используется в сочетании 
с сегментацией и коррекцией только тех значений 
собранных данных, которые соответствуют лучам, 
проходящим через оптически плотный материал. 
Оригинальные значение зарегистрированных дан-
ных заменяют скорректированными и проводят 
финальную реконструкцию [15-17]. Данный метод 
был исследован на применимость в индустриаль-
ной томографии [18]. Показано, что метод в значи-
тельной мере устраняет и чашевидные артефакты, 
и полосы заниженного показателя ослабления на 
восстановленных изображениях образцов, изго-
товленных из алюминия и титана, коэффициенты 
ослабления которых значительно отличаются.

В работах [19-20] изучалась динамика пода-
вления чашевидных артефактов методом предва-
рительной коррекции полиномиальной функцией 
для приложений КТ метрологии. Авторами пока-
зано, что с одной стороны, применение процедуры 
коррекции ведет к улучшению качества изображе-
ния, т.е. получению более близких значений для 
однородных объектов образца на восстановленном 
изображении. С другой стороны, показано, что 
применение процедуры коррекции ведет к полу-
чению погрешности, зависящей от типа окружа-
ющего материала, что увеличивает неопределен-
ность измерения. В работе авторы [21] провели 
исследование подавления чашевидных артефактов 
с помощью аппаратной фильтрации и полиноми-
ального метода. Авторами показано, что для задач 
микро-томографии хорошо подходят алюминие-
вые фильтры толщиной 0.5 мм для биологических 
объектов и толщиной 2 мм для неорганических. 
Представлена зависимость толщины фильтра от 
режима питания трубки и предложены значения 
параметров, подходящих для задач микро-томо-
графии. Найденные авторами значения параметров 
подходят для напряжения 40-80 КВ. Для коррекции 
чашевидных артефактов при исследовании биоло-
гических объектов использовался полином второй 
степени, параметры которого выставлялись экс-
пертом. Показано, что при правильной настройке 
метода коррекции и применения фильтров можно 
полностью подавить артефакты.

Просуммировав все вышесказанное можно 
отметить, что в методе обработки томографиче-
ских изображений, зарегистрированных с помо-
щью полихроматического излучения, перед при-

менением алгоритма реконструкции необходимо 
решить две важные задачи. Первая – это выбор 
модели коррекции. Самая известная модель кор-
рекции на сегодняшний день – полиномы второй 
степени, однако до сих пор строго обоснования 
выбора данного класса сделано не было. Вторая 
задача заключается в подборе значений пара-
метров корректирующей функции. На данный 
момент они подбираются на основе результа-
тов дополнительных измерений, что приводит к 
увеличению времени проведения эксперимента 
и дополнительной лучевой нагрузке на образец. 
В данной статье мы формулируем свойства, ко-
торым должна удовлетворять корректирующая 
функция, что помогает обосновать выбор моде-
ли функции коррекции в виде полиномов второй 
степени, сужаем границы значений параметров 
полиномов, что позволяет сократить количество 
дополнительных измерений.

1. Спектральная модель оптического тракта 
лабораторного томографа

Для изучения зависимости величины измерен-
ного сигнала от толщины образца, построим модель, 
согласно которой данный сигнал регистрируется 
в лабораторном томографе с полихроматическим 
излучением. Пусть Em – максимальная энергия, 
ограничивающая спектр излучения рентгеновской 
трубки. Тогда отклик v рентгеновского томографа в 
некоторой точке детектора в некоторый момент вре-
мени в приближении далекого точечного источника 
описывается следующим выражением:

,       (1)
где E – энергия кванта рентгеновского излучения; 
I(E) – спектральная плотность облученности (энер-
гетической освещенности), создаваемой источни-
ком в рассматриваемой точке детектора в отсутствие 
фильтра и объекта; F(E) – спектральный коэффици-
ент пропускания фильтра (системы фильтров); O(E) –  
спектральный коэффициент пропускания зондиру-
емого образца на прямой, соединяющей источник 
и рассматриваемую точку детектора; S(E) – спек-
тральная чувствительность детектора. 

Подробное описание моделирования каждой 
функции, а также оценку адекватности данной мо-
дели можно найти в работе [22].

2. Свойства полихроматических лучевых 
интегралов

Рассмотрим отклик v одноканального рентге-
новского томографа в некоторой точке детектора в 
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некоторый момент времени. Пусть образец состо-
ит из одного вещества.

Определение 1. Будем называть лучевой 
плотностью функцию Q(L) следующего вида: 

                      (2)

где w(l) – содержание вещества образца на участ-
ке луча l, dl – приращение длины участка луча L, 

, равенство нулю означает отсут-
ствие образца на участке луча, равенство единице –  
присутствие образца на всем участке луча.

Функция . Переменную L будем 
опускать, так как она не влияет на ход дальнейших 
рассуждений, т.е. .

Определение 2. Функцию зависимости вели-
чины отклика рентгеновского томографа v(Q) от 
лучевой плотности Q будем называть функцией 
интегрального ослабления полихроматического 
излучения. Она выражается формулой: 

 (3)

Функция v(Q) определена на положительной 
полуоси, на которой является положительной, т.е. 

.
Заметим, что функции , ,  

 положительны на всей области интегри-
рования и не зависят от лучевой плотности Q. Тог-
да выражение (3) может быть переписано в виде:

             (4)

где . 
Определение 3. Полихроматическим луче-

вым интегралом будем называть функцию, опре-
деляемую выражением:

   (5)

где  – отклик детектора в отсутствие 
образца.

Исследуем свойства функции p(Q).
Утверждение 1. Функция ,  

и , если Q = 0.
Доказательство. Случай Q = 0. Запишем от-

клик томографа при прохождении луча через обра-
зец с нулевой массовой долей вещества: 

. 

Из этого выражения следует, что 

,

т.е. p(0) = 0.

В случае Q > 0, так как спектральное распре-
деление коэффициента поглощения  есть по-
ложительная функция, то

, 

т.е. . Что и требовалось дока-
зать.

Утверждение 2. Производная функции 
p(Q) положительна для любых значений Q, т.е. 

.
Доказательство.  Запишем выражение для 

первой производной:
,

.
Тогда выражение можно переписать следую-

щим образом:

.

В числителе и в знаменателе интегралы от 
положительных функций, отсюда следует, что 

. Что и требовалось доказать.
Теорема 1. 
Вторая производная функции p(Q) отрицатель-

на для любых значений Q, т.е. .
Доказательство. Запишем выражение второй 

производной:

.

Вычислим ее, раскрыв скобки:

Заметим, что в знаменателе обоих слагаемых 
стоит положительная величина, которая не влия-
ет на знак второй производной. Для определения 
знака числителя воспользуемся неравенством Ко-
ши-Буняковского-Шварца для квадратично инте-
грируемых функций [23]:

.

Обозначим  и   
 

, 

тогда на области интегрирования  с 
единичной мерой интегрирования , получим



96 Труды ИСА РАН. Том 71. 1/2021

Распознавание образов А.С. Ингачева, М.В. Чукалина, Д.П. Николаев

,
т.е. . 
Равенство нулю достигается при единичной 

функции спектрального распределения коэффи-
циента поглощения , так как спектральное 
распределение линейного коэффициента разли-
чается для всех элементов и ни для одного эле-
мента не представлено единичной функцией, то 

. 
Из Утверждений 1, 2 и Теоремы 1 следует, что 

функции полихроматических лучевых интегралов 
являются положительными, строго возрастающи-
ми и выпуклыми вверх.

3. Функции коррекции

Определение 4. Монохроматическим луче-
вым интегралом будем называть функцию, опреде-
ляемую выражением:

,

где  – отклик детектора в отсутствие об-
разца при зондировании монохроматическим рент-
геновским излучением энергии E,  – вели-
чина отклика рентгеновского томографа в схеме с 
применением монохроматора, т.е. при фиксирован-
ной энергии зондирующего излучения E и лучевой 
плотности Q. 

Величина  учитывает ослабление 
рентгеновского излучения только за счет поглоще-
ния, т.е. описывается выражением:

,              (6)

где  – линейный коэффициент поглощения об-
разца на энергии E. 

Так как линейный коэффициент поглощения 
 зависит только от значения E, то выражение 

для монохроматического лучевого интеграла  
можно привести к следующему виду:

.                      (7)

Обозначим корректирующую функцию K. Ее 
будем применять к полихроматическому лучевому 
интегралу p(Q) для приближения его значений к 
значениям монохроматического лучевого интегра-
ла m(Q), 

.                   (8)

Согласно свойствам обратных функций и выве-
денным свойствам функции p(Q) в идеальном случае 
(K(p(Q)) = m(Q)) корректирующая функция K(p(Q))
должна удовлетворять следующим условиям:

;

;

 

Поскольку после применения корректирующей 
функции обработка полихроматических интегралов 
(т.е. применение к ним алгоритма реконструкции) 
линейна, то в качестве корректирующей функции 
будем использовать класс однопараметрических сте-
пенных функций с зафиксированным масштабиру-
ющем параметром. Так в модели будет только один 
параметр – показатель степени, в качестве которого 
будем брать обратное значения параметра из найден-
ной степенной аппроксимации соответствующего 
полихроматического лучевого интеграла.

4. Уточнение свойств корректирующей 
функции, выраженной полиномами второй 

степени

Так как для коррекции данных используют 
полиномиальные функции второй степени, то рас-
смотрим геометрическое место точек, в котором 
лежат параметры корректирующих функций, с уче-
том только что выведенных свойств. Рассмотрим 
функцию коррекции, выраженную полином второй 
степени . Воспользовавшись тем, что 
функция коррекции должна лежать в первом ква-
дранте с положительно направленными полуосями 
и являться возрастающей, получим систему:

                            (9)

Решив систему (9), получим следующее гео-
метрическое место распределения значений пара-
метров:

                             (10)

5. Численное моделирование 
полихроматических лучевых интегралов и 

их функции коррекции

С помощью пакета XRayUtil [22] были рас-
считаны полихроматические лучевые интегралы 



97Труды ИСА РАН. Том 71. 1/2021

Исследование свойств полиномиальной корректирующей функции полихроматических лучевых интегралов в задаче компьютерной томографии

для 15 различных химических элементов с жидким 
и твердым агрегатным состоянием простого веще-
ства. Символы (и номера) химических элементов: 
Li (3), Be (4), C (6), Al (13), Si (14), S (16), Ca (20), 
Ti (22), Fe (26), Cu (29), Ag (47), In (49), Sn (50), Gd 
(64) и Ra (88). Параметры пакета XRayUtil: молиб-
деновый (Mo) анод, напряжение 40 КВ, ток 35 мА, 
детектор модели Ximea XiRay 11MPix. На рис. 3. 
сплошными линиями показаны значения полихро-
матических лучевых интегралов.

Рис. 3. Полихроматические лучевые интегралы, 
рассчитанные с помощью пакета XRayUtil

Для данных интегралов были рассчитаны 
функции коррекции, выраженные полиномами 
второй степени. Найденные параметры полино-
миальных корректирующих функций приведены в 
табл. 1.

На рис. 4 показан результат применения най-
денных функций коррекции к полихроматическим 
лучевым интегралам. Для всех рассмотренных хи-
мических элементов результат применения коррек-
тирующей функции близок к идеальной прямой 
линии – монохроматическому лучевому интегралу.

Заключение

В настоящей работе описана спектральная 
модель оптического тракта рентгеновского транс-
миссионного томографа, состоящего из источника 
рентгеновского излучения, фильтра или системы 
фильтров, образца и регистрирующего устройства. 
Даны определения монохроматических и полихро-
матических лучевых интегралов, показана их взаи-
мосвязь через функцию коррекции. Аналитически 
исследованы свойства лучевых полихроматиче-
ских интегралов, удовлетворяющих спектральной 
модели оптического тракта. Доказано, что функции 
полихроматических лучевых интегралов являются 
положительными, строго возрастающими и выпу-
клыми вверх функциями. На основе свойств по-
лихроматических лучевых интегралов сформули-
рованы свойства, которым должен удовлетворять 
класс функций коррекции. На основе выведенных 
свойств уточнены границы, в которых должны 
находится значения параметров полиномиальной 
корректирующей функции второй степени. Таким 
образом, сокращен класс полиномиальных коррек-
тирующих функций, а значит и время, затрачивае-
мое на подбор значений параметров корректирую-
щей функции.

В дальнейшем планируется использовать 
представленные выкладки в рамках дальнейшей 
работы, связанной с обработкой эксперименталь-
ных томографических данных. Это необходимо 
для повышения точности томографической рекон-
струкции.

Литература

1.  Prof. Gabor T.H. Fundamentals of computerized 
tomography // New York, USA: City University of 
New York Graduate Center. 2009. C.297.

Табл. 1
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Investigation of the properties of the polychromatic ray integrals polynomial correcting function in 
the problem of computed tomography
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IInstitute for Information Transmission Problems (Kharkevich Institute) RAS, 
Moscow, Russia
IISmart Engines Service LLC, Moscow, Russia

Abstract. To solve the problem of tomography in polychromatic mode, to suppress cupping artifacts in the 
reconstructed images, the preliminary processing method of the registered data is used. The method consists of 
applying a correcting function to each pixel of the registered data. To search for the parameters of the correcting 
model, additional calibration measurements are usually carried out under the same experimental conditions of a 
sample similar in composition. Polynomial correcting functions are usually used as a correction model. However, 
a theoretical justification for the use of this type of function has not yet been made. The paper introduces the 
concept of the function of integral attenuation of a polychromatic signal and indicates its relationship with the 
correction formulas of polychromatic ray integrals. The properties of the correcting function model are specified 
in the case of a sample consisting of one material. The boundaries of the parameters of the polynomial correcting 
function are refined.
Keywords: cupping effect, beam hardening, polychromatic X-Rays, integral attenuation of a polychromatic 
X-Rays, polychromatic ray integral, correction formulas of polychromatic ray integrals.
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