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Введение

Дивергенция правой части консервативной 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений равна нулю. Следовательно, консерватив-
ная система обыкновенных дифференциальных 
уравнений не может иметь аттракторов, так как 
сохраняет объем при движении вдоль своих тра-
екторий. Поэтому изучение динамического хаоса 
в консервативных системах является более слож-
ной задачей по сравнению с анализом хаотической 
динамики в диссипативных системах, аттракторы 
которых могут быть описаны универсальной би-
фуркационной теорией Фейгенбаума-Шарковско-
го-Магницкого (ФШМ) [2,3]. Частным случаем 
консервативной системы является гамильтонова 
система с n степенями свободы, то есть 2n – мер-
ная автономная система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений:

Функция H(q1,…,qn,p1,…,pn) называется га-
мильтонианом системы, переменные qi называют-
ся обобщенными координатами, а переменные pi –  
обобщенными импульсами. 

Движение в такой системе происходит по 
2n-1 мерной энергетической поверхности, задава-
емой условием  H(q1,…,qn,p1,…,pn) = ε = const. Ти-
пичный вид картин, возникающих в сечениях фа-
зового пространства гамильтоновой системы при 
малых и достаточно больших значениях параметра 
ε, представлен на рис. 1, взятом из работы [1], опи-
сывающей переход к хаосу в знаменитой системе 
уравнений Хенона-Хейлеса c двумя степенями 
свободы и с гамильтонианом:

H(x,y,z,r) = (x2 +y2 +z2 +r2)/2 + x2z – z3/3 = ε.
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Рис.1. Проекции сечений Пуанкаре системы Хено-
на-Хейлеса при ε = 1/24 (a) и ε = 1/8 (б)

При малых значениях параметра ε хаос в 
системе отсутствует, а энергетическая поверх-
ность разбита на области, заполненные двумер-
ными торами вокруг двух пар эллиптических 
циклов системы. Границами областей являются 
сепаратрисные поверхности (многообразия), 
проходящие через гиперболические циклы. При 
достаточно больших значениях параметра ε в 
системе наблюдается хаотическая динамика. В 
работах [1-3] на многочисленных примерах по-
казано, что развитие хаоса в консервативных и, в 
частности, гамильтоновых системах происходит 
не в соответствии с теорией Колмогорова-Ар-
нольда-Мозера (КАМ) в результате разрушения 
торов невозмущенной системы, а наоборот, че-
рез каскады бифуркаций рождения сложных то-
ров вокруг циклов, бифуркации рождения кото-
рых происходят в расширенных диссипативных 
системах в соответствии с теорией ФШМ. При 
стремлении параметра диссипации к нулю об-
ласти устойчивости устойчивых циклов расши-
ренной диссипативной системы превращаются в 
торы консервативной (гамильтоновой) системы 
вокруг ее эллиптических циклов, в которые пере-
ходят устойчивые циклы. Торы консервативной 
(гамильтоновой) системы соприкасаются через 
гиперболические циклы, в которые переходят 
седловые циклы расширенной диссипативной 
системы. В связи с этим ясно, что только неболь-
шое число циклов каскада ФШМ расширенной 
диссипативной системы с большими областями 
устойчивости могут порождать эллиптические 
циклы и торы консервативной системы. 

Целью настоящей работы является непо-
средственное численное обнаружение бифурка-
ций таких циклов из каскада ФШМ в консерва-
тивной обобщенной системе уравнений Матье 
и в порожденной ею гамильтоновой системе 
уравнений при увеличении значений параме-
тра ε. Дополнительная сложность в решении 
поставленной задачи заключается в том, что 
в отличие от диссипативных систем, началь-
ные условия играют существенную роль при 

численном нахождении эллиптических циклов 
консервативных систем. Необходимо попасть 
в малую окрестность цикла, лежащую внутри 
образованного циклом тора, витки узких трубок 
которого могут достаточно плотно заполнять 
фазовое пространство.

1. Консервативная обобщенная система 
уравнений Матье

Рассмотрим нелинейное консервативное 
обобщенное уравнение Матье:

        (1)

Уравнение (1) эквивалентно не гамильто-
новой системе с двумя степенями свободы, как 
принято считать в современной литературе, а 
консервативной автономной четырехмерной си-
стеме обыкновенных дифференциальных урав-
нений

               (2)

с интегралом движения  H(z,r) = z2 +r2 = ε.  
Расширенная диссипативная система уравне-

ний (2):

.                (3)

В соответствии с развитым в работах автора 
методом, бифуркации циклов в консервативной 
системе уравнений (2) при росте значений пара-
метра ε могут быть найдены предельным перехо-
дом в расширенной диссипативной системе (3) 
при μ → 0. Те устойчивые циклы диссипативной 
системы уравнений (3), которые сохраняются в 
системе вместе со своими областями устойчиво-
сти при всех μ > 0, переходят в циклы консер-
вативной системы (2) при μ = 0. Приближенные 
значения координат точки (начального условия), 
принадлежащей циклу консервативной систе-
мы (2), находятся как координаты близкой к ней 
точки, принадлежащей устойчивому циклу рас-
ширенной диссипативной системы уравнений 
(3) при μ = 0.0001. На рис. 2 изображены про-
екции на плоскость (x,y) циклов периодов 1 и 2 
из каскада бифуркаций удвоения периода Фей-
генбаума для консервативной системы (2) при  
δ = 1, ε = 2.8 (a) и ε = 2.84 (б). Начальные условия 
для численного нахождения циклов имеют сле-
дующие значения: x = 0.551763, y = - 0.229425,  
z = 1.65772, r < 0; и x = 0.516577, y = - 0.077651, 
z = 1.683033, r < 0.
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Рис.2. Проекции циклов периодов 1 и 2 консерва-

тивной системы (2) на плоскость (x,y) при δ = 1,  
ε = 2.8 (a) и ε = 2.84 (б)

На рис.3 изображены проекции на плоскость 
(x,y) циклов периодов 1 и 3 из субгармонического 
каскада бифуркаций Шарковского для консерва-
тивной системы (2) при δ = 1, ε = 5 (a) и ε = 5.6 (б). 
Начальные условия для численного нахождения 
циклов имеют следующие значения: x = - 1.382716, 
y = - 1.329522, z = - 1.945525, r < 0; и x = - 0.333648, 
y = 1.854751, z = - 1.042057, r > 0.

 
Рис.3. Проекции циклов периодов 1 и 3 консерва-

тивной системы (2) на плоскость (x,y) при δ = 1, ε = 5 
(a) и ε = 5.6 (б)

2. Гамильтонова система уравнений

В работе [1] консервативная система уравне-
ний (2), эквивалентная консервативному обобщен-
ному уравнению Матье, добавлением в четвертое 
уравнение слагаемого – x2/2 была сведена к га-
мильтоновой системе уравнений с двумя степеня-
ми свободы

              (4)

с гамильтонианом   H(x,y,z,r) = (δx2 +y2 +z2 +r2)/2 + 
x2z/2 + x4/4 = ε,  

Расширенной диссипативной системой урав-
нений для системы (4) является система:

.    (5)

В работе [1] автором подробно рассмотрен 
случай перехода к хаосу в диссипативной системе 

(5) при μ → 0 и δ = 1. При этом значении δ и при 
любом ε > 0 гамильтонова система (4) имеет неу-
стойчивый гиперболический цикл: x = y = 0. При 
малых значениях ε > 0 система (4) имеет также два 
эллиптических цикла, порожденных гиперболи-
ческим циклом x = y = 0 в результате бифуркации 
типа вилки, и один эллиптический цикл, лежащий 
в окрестности плоскости (x,y). В работе [4] га-
мильтонова система уравнений (4) была названа 
системой уравнений Матье-Магницкого и изуча-
лась методом, предложенным автором в работе [1] 
и заключающемся в численном нахождении каска-
дов бифуркаций решений диссипативной расши-
ренной системы уравнений (5) при стремлении 
значений параметра бифуркации μ к нулю. Этим 
методом были найдены бифуркации удвоения пе-
риодов эллиптических циклов гамильтоновой си-
стемы (4), порожденных гиперболическим циклом 
x = y = 0, происходящие при ε ≈ 1.25. Однако при 
значениях параметра ε ≈ 1.47 происходит обратная 
бифуркация вырождения цикла удвоенного перио-
да в цикл периода один.  Покажем, что существует 
область значений параметра ε, в которой в систе-
ме (4) происходят бифуркации рождения не только 
цикла периода два, но также и циклов периодов 
четыре и восемь из каскада бифуркаций удвоения 
периода Фейгенбаума. На рис.4 изображены про-
екции на плоскость (x,r) циклов периодов 1 и 2 из 
каскада бифуркаций удвоения периода Фейген-
баума для гамильтоновой системы (4) при δ = 1,  
ε = 3.21 (a) и ε = 3.468 (б). Начальные условия для 
численного нахождения циклов имеют следующие 
значения: x = - 1.227165, y = 0.03197, z = - 1.185424, 
r > 0; и x = - 1.195985, y = 0.188115, z = - 2.83582, 
r < 0.

Рис.4. Проекции циклов периодов 1 и 2 гамильто-
новой системы (4) на плоскость (x,r) при δ = 1,  

ε = 3.21 (a) и ε = 3.468 (б)

На рис.5 изображены проекции на плоскость 
(x,r) циклов периодов 4 и 8 из каскада бифуркаций 
удвоения периода Фейгенбаума для гамильтоновой 
системы (4) при δ = 1, ε = 3.666 (a) и ε = 3.48 (б).  
Начальные условия для численного нахождения 
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циклов имеют следующие значения: x = - 1.015865, 
y = 1.066611, z = - 0.640718, r > 0 и x = - 1.137135,  
y = 0.124789, z = - 0.513497, r > 0.  

           

Рис.4. Проекции циклов периодов 4 и 8 гамильто-
новой системы (4) на плоскость (x,r) при δ = 1,  

ε = 3.666 (a) и ε = 3.48 (б)

Таким образом, численно установлено, что 
в просто консервативной системе (2) и в гамиль-
тоновой системе (4) при изменении значений па-
раметра ε реализуется не только начальная стадия 
каскада бифуркаций Фейгенбаума удвоения перио-
да эллиптических предельных циклов, но и заклю-
чительная стадия каскада Шарковского рождения 
эллиптического цикла периода три. То есть при 
непрерывном увеличении значений параметра ε в 
обеих системах происходит скачкообразный пере-
ход от области фазового пространства, заполнен-
ной двумерными торами вокруг эллиптического 
цикла к области фазового пространства, заполнен-
ной двумерными торами вокруг эллиптического 
цикла удвоенного периода и т.д. В каскадах бифур-
каций эллиптических циклов в консервативных 
и гамильтоновых системах принимают участие 
только те устойчивые циклы субгармонического 
каскада Шарковского расширенных диссипатив-
ных систем, которые имеют наибольшие области 

устойчивости, не исчезающие вместе с циклами 
при стремлении параметра диссипации к нулю. 

Заключение

В работе на примере проведенного числен-
ного анализа бифуркаций эллиптических циклов 
нелинейного консервативного обобщенного урав-
нения Матье и гамильтоновой системы уравнений 
Матье-Магницкого непосредственно продемон-
стрировано, что переход к хаосу в консервативных 
системах происходит в результате рождения новых 
сложных многооборотных торов вокруг эллипти-
ческих циклов, рождающихся в соответствии с 
универсальным бифуркационным сценарием Фей-
генбаума-Шарковского-Магницкого, а не в резуль-
тате разрушения некоторых мифических торов 
невозмущенных систем в соответствии с теорией 
Колмогорова-Арнольда-Мозера, как принято счи-
тать в современной гамильтоновой механике. 
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