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Введение

Полезность является центральным понятием 
теории потребительского спроса [1]. Она позволяет 
сделать численную оценку некоторому набору това-
ров или услуг потребителя и, следовательно, ранжи-
ровать такие наборы. Полезность является функци-
ей от количеств потребляемых товаров или услуг:

U = u(x1,x2).

Здесь переменная U – полезность; x1 и x2 – 
количество товаров или услуг; u(·) – функция по-
лезности. Переменные U, x1 и x2 являются неотри-
цательными действителными числами. Функция 
полезности u(·) обычно рассматривается как дей-
ствительная, неотрицательная, гладкая, выпуклая 
функция, неубывающая по каждому аргументу. 
Другими словами – это непрерывная функция с 
неотрицательными первыми частными произво-
дными и неположительными вторыми частными 
производными по каждому аргументу. 

Важной проблемой потребителького спроса 
является построение функции полезности для вы-
бранного потребителя. Зачастую выбор функции 

полезности происходит по усмотрению исследо-
вателя. В этом случае построение функции полез-
ности означает оценку параметров такой  функции 
на основе некоторых гипотез или статистических 
данных [2,3].

В данной работе описывается метод постро-
ения функции полезности для заданной функции 
спроса Маршалла [4], которая описывает пред-
почтения потребителя на основе цен и величины 
потребительского бюджета. Функция полезности, 
полученная таким образом, будет  сопряженной с 
функцией спроса и, следовательно, более объек-
тивной для описания предпочтений потребителя.

1. Основные соотношения функций  
полезности и спроса

Прежде чем изложить метод  получения функ-
ции полезности методом разделентя переменных, 
отметим основные свойства функции полезности 
и спроса.

В теории потребительского спроса рассма-
тривается задача максимизации функции полезно-
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сти при условии постоянства величины бюджета 
потребителя:

при ограничении

,

где u(x1,x2) – функция полезности; x1 и x2 – величи-
ны товаров или услуг; p1 и p2 – цены на эти товары 
или услуги; y0 –  величина бюджета потребителя. 
Все эти переменные – неотрицательные действи-
тельные числа.

Решением такой задачи являются функции 
спроса Маршалла:

и неявная функция полезности:

,

которые зависят от цен и величины потребитель-
ского бюджета.

В теории полезности также рассматривается 
обратная задача минимизации бюджета y при за-
данной величине функции полезности u0 и потре-
бительских ценах p1 и p2:

при ограничении 

.

Здесь  и  – это величины товаров или ус-
луг, а переменая  – величина полезности.

Решением такой задачи являются функции 
спроса Хикса:

,

и функция расходов: 

,

которая описывает величину бюджета, позволяю-
щего прибрести набор товаров или услуг по име-
ющимся ценам и заданной величине полезности.

Прозводная функции расходов по ценам явля-
ется функцией спроса Хикса (лемма Хотеллинга): 

               (1)

Если  или , тогда функции 
спроса Маршалла и Хикса будут численно рав-
ными: 

 .     (2)

Вопрос данной работы состоит в следующем –  
возможно ли построить (восстановить) функцию 
полезности , если функция 
спроса Маршалла  задана? 
Ниже излагается метод, позволяющий положи-
тельно ответить на этот вопрос.

2. Разделение переменных  
для функции полезности 

Основной идеей метода разделения перемен-
ных является предположение, что функции спроса 
Маршалла  и полезности  можно представить 
как произведение функций, зависящих только от 
цен   и от величины бюджета  :

; . (3)

Функции , которые назовем функ-
циями цен, являются некоторыми  изначально 
заданными. Функция  – это некая 
неизвестная производящая функция для функции 
полезности. Параметр α может рассматриваться 
как эластичность полезности u по отношению к 
бюджету y.

Из уранений (2) можно получить выражения 
для y и производящей функции v:

 и  .              (4)

Поскольку частные производные функции 
расходов y*(٠) являются функциями спроса Хикса 

, как в уравнении (1), то можно получить следу-
ющее выражение для функции спроса Хикса: 

,  i=1,2 .    (5)

После подстановки  (3), (4), и (5) в (2) следует 
следующее уравнение: 

 .

Из него  получается уравнение в частных про-
изводных:

 .          (6)
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Так как мы имеем два товара, то будет иметь 
место система из двух уравнений в частных про-
изводных: 

  .       (7)

Если условия интегрируемости [5,6] выпол-
няются: 

 ,

то система (7) может быть представлена, как полный 
дифференциал логарифма производящей функции v:

.

В этом случае решение получается  интегри-
рованием по некоторой траектории между точками 

 и  – криволинейный интеграл 
второго рода. Такой интеграл не будет зависеть 
от пути интегрирования. Поэтому интегрирова-
ние можно осуществить по ортогоналным линиям  

 и  – рис. 1.

Рис.1. Интегрирование порождающей функции 
между A и B. Интерал не зависит от пути  

интегрирования

В результате интегрирования будет получено 
следующее выражение: 

Призводящая функция получается после по-
тенцирования: 

. (8)

Начальное условие v0 может быть взято из муль-
типликативной формы для функции расходов из  (4):

.                             (9)

Здесь y0 и u0 являются значениями бюджета 
и полезности при некоторых ценах p10 и p20. Они 
считаются известными.

После подстановки (8) и (9) в (3) получается 
выражение для неявнной функция полезности:

.

Это выражение для неявной функции полез-
ности позволяет затем найти явную функцию по-
лезности  и функции спроса Хикса  

.
Необходимо отметить, что в случае двух това-

ров достаточно знать лишь одну функцию спроса 
Маршалла, например первую:

Вторая функция получается из балансового 
соотношения: 

.

Другими словами, вторая функция спроса по-
лучается через первую: 

Такое балансовое соотношение может быть 
применимо и для случая с более, чем двумя това-
рами. Это позволяет снизить число начальных за-
данных функций спроса Маршалла.

3. Применение метода  
разделения переменных

Рассмотрим несколько примеров примене-
ния метода разделения переменных для некоторых 
функций спроса Маршалла и различных значений 
эластичности.

Пример А. Рассмотрим функцию Маршал-
ла . Будем искать функцию полезности 
в мультипликативном виде с разделяющимися 
переменными  при следующих 
начальных условиях. Величина бюджета по-
требителя  начальные цены товаров 
или услуг суть  и соответству- 
 
ющее значение полезности . Значение 
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эластичности полезности по бюджету примем 
равным единице . Шаги решения будут 
следующими.
1.  Вторая функция спроса получается из балансо-

вого соотношения:  

 

которое дает выражение  .

2.  Выражения для функций цен f1 и f1: 

 и  .

Ясно, что условия интегрируемости выполня-
ются: 

3.  Уравнение для дифференциала логарифма про-
изводящей функции будет следующим: 

 .

4.  Интегрирование между точками А и  В вдоль ор-
тогональных траекторий АС и СВ дает:

  

.

Отсюда следует: 

 или .

Поскольку , то окончательное выра- 
 
жение для производящей функции будет: 

.

5.  Теперь можно получить неявную функцию по-
лезности в виде: 

 или .

6.  После подстановки в функцию полезности  
выражений цен из функций Маршалла:  

   и  .

Получается явная функция полезности:

.

Это решение для функции полезности соот-
ветствует  решению прямой задачи оптимизации 
Примера 1 из Приложения I.

Пример В. Теперь рассмотрим, как и в пре-
дыдущем Примере А, функцию спроса Маршал-
ла . Будем искать функцию полезности 
в прежнем виде . Но возьмем 
значение эластичности равным двум, , а  
 
начальное значение полезности  при  
прежней величине бюджета  и цен товаров  

 и  . 
Решение будет следующим. Первые три шага 

решения останутся прежними. Продолжим с чет-
вертого шага.
1.  Поскольку условия интегрируемости выполня-

ются и эластичность α равна двум, то уравнение 
для производящей функции будет:

.

2.  Интегрирование между точками А и В вдоль ор-
тогональных отрезков  АС и  СВ дает:

 

 .

Отсюда получается производящая функция: 

  или 

.

Поскольку , то окончательное выра- 
 
жение для производящей функции будет:

  =  .

3.  Теперь можно найти неявную функцию полез-
ности: 

   или  

 .

4.  После подстановки сюда выражений для цен из 
функций спроса: 

   и   .
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Получаем выражение для явной функции спроса
 . 

Это выражение то же самое как и в Примере 
2 из Приложения I. 

Пример C. Рассмотрим функцию спроса 
Маршалла следующего вида:

 

и при начальных условиях: величина бюдже-
та потребителя , значение полезности 

 и начальные цены и . 
Возьмем эластичность полезности рав-ную одной 
второй  Чтобы найти функцию полезности, 
будем следовать прежнему методу.
1.  Вторая функция спроса получается из балансо-

вого соотношения: 

, 
которое дает:

 .

2.  Выражения для производящих функций f1 и f2 
будут: 

 и   .

Легко видеть, что условия интегрируемости 
выполняются: 

 .

3. Уравнение для полного дифференциала будет: 

.

4.  Интегрирование иежду точками А и В вдоль ор-
тогональных сегментов:

 АС и СВ дает:

 .

После экспоненцирования получается выра-
жение для производящей функции:

 .

Принимая во внимание, что  , под-
становка начальных значений в производящую 
функцию  v дает окончательный вид производящей 
функции:

 .

Отсюда получается неявная функция полез-
ности: 

 .

Разрешим  системы функций спроса Маршалла:

  и  

относительно цен p1 и p2:

 ,   .

После их подстановки в неявную функцию 
полезности получается явная функия полезности: 

 .

Это выражение совпадает с решением прямой 
задачи оптимизации Примера 3 из Приложения 1.  

Заключение

Приведенные примеры показывают пра-
воту и эффективность метода разделения пере-
менных для нахождения функции полезности. 
Можно привести больше примеров с другими 
функциями спроса и разными значениями эла-
стичности. 

С математической точки зрения изложенный 
метод является обратным к задаче максимизации 
явной функции полезности при ограничениях  – 
задачей условного экстремума. 

Чтобы получить решение, функции спроса 
 должны удовлетворять опреде-

ленным условиям. Им следует быть монотонными, 
непрерывными, с положительнми первыми и от-
рицательными вторыми частными производными. 
Имеют смысл только их положителные значения. 
Кроме этого необходимо, чтобы функции спроса 
удовлетворяли соотношению: 

 .
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Это условие означает, что стоимость приоб-
ретения любого товара не может превышать вели-
чины бюджета. Тем не менее, все эти условия не 
гарантируют, что математическое решение будет 
разумным с содержательной точки зрения. 

Известно, что функции полезности определя-
ются с точностью до монотонного преобразования 
и аддитивной постоянной. Смысл имеют только 
изменения значений функции полезности.

Монотонное преобразование функции полез-
ности производит новую функцию, которую также 
можно считать функцией полезности. Введение 
эластичности полезности по бюджету α может рас-
сматриваться, как одно из таких преобразований. 
Из этого следует, что для одной и той же функции 
спроса существуют разные функции полезности. 
Эти функции полезности отражают различные 
типы потребителя. Для этих потребителей увели-
чение бюджета имеет разную ценность, которую 
и описывает эта эластичность. Например, увели-
чение бюджета (дохода, зарплаты или пенсии) на 
одну и ту же величину может вызывать субъектив-
но различные уровни удовлетворения потребите-
ля. Если эластичность потребителя равна 1 (α = 1),  
то увеличение дохода на 10% будет вызывать и 
удовлетворение от этого увеличения на 10%. Если 
эластичность потребителя равна 0.5 (α = 0.5), то 
увеличение дохода на 10% вызовет увеличение 
удовлетворения лишь на 5% и т.д.  Величину эла-
стичности для разных групп потребителей можно 
получить различными статистическими методами 
или на основании специальных анкет [7].

В табл. 1 Приложения 2 приводятся результа-
ты применения этого метода для некоторых функ-
ций спроса Маршалла с числом товаров, равным 
2, и разными эластичностями. Там же приводятся 
соответствующие функции спроса Хикса и функ-
ции расходов.

Представляется, что метод разделения пере-
менных может быть распространен на модели по-
требления с числом товаров больше, чем 2. В табл. 
2 Приложения 2 приводятся результаты примене-
ния метода разделения переменных для некоторых 
функций спроса в моделях с тремя товарами.
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Приложение 1
В этом разделе приводятся решения задачи оптимизации для функции полезности

 

при ограничении  для разных функций полезности . Здесь  x1 и  x2 являются 
количествами товаров или услуг; p1 и p2 – цены на эти товары-услуги; y0 – величина бюджета потребите-
ля. Все эти величины  являются неотрицательными действительными  числами.  

Пример 1. Функция полезности , ограничения .

1. Функция Лагранжа:  + ).

2. Условия экстремума первого порядка:

 =    и   = .

3. Соотношения между переменными:

 .

4. Решение (функции спроса Маршалла):

 и  .

5. Неявная функция полезности:

 .

6. Из этого выражения следует, что эластичность полезности данного потребителя по бюджету равна 
единице (α = 1).
7. Функция расходов:

 . 

8. Функции спроса Хикса:

  и   .

9. Численный пример: если , то    .

10. Величина полезности в точке экстремума: .
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Пример 2. Функция полезности: . Ограничение:  
1. Функция Лагранжа: 

+ ) .

2. Условия экстремума первого порядка:

 =  ;   = .

3. Соотношения между переменными:

.

4. Решение (функции спроса Маршалла): 

 и 

5. Неявная функция полезности:

.

6. Отсюда следует, что эластичность:  α = 2.
7. Функция расходов: 

 .

8. Функции спроса Хикса:

  и   .

9. Численный пример: если  , то .

10. Значение полезности в точке экстремума: 

.

Пример 3. Функция полезности:   .  Ограничение:  .

1. Функция Лагранжа:

+ ).
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2. Условия экстремума первого порядка: 

 =  ;   = .

3.  Соотношения между переменными: 

   или    .

4. Решение (функции спроса Маршалла):  

  и   .

5. Неявная функция полезности: 

 .

6. Отсюда следует, что эластичность, α =  .

7. Функция расходов: 

 .

8. Функции спроса Хикса: 

  и   .

9. Численный пример: если   , тогда   .

10. Значение полезности в точке экстремума  .
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