
93Труды ИСА РАН. Том 72. 1/2022

Введение
Проблема безопасности транспортного ком-

плекса предполагает учет динамических харак-
теристик технических объектов, принимая во 
внимание растущие требования к пропускной 
способности инфраструктурных объектов [1–3]. 
В качестве технических объектов, работающих в 
условиях высоких динамических нагрузок, могут 
быть рассмотрены подвижной состав железнодо-
рожного или автомобильного транспорта, вибра-

ционные технологические машины, применяемые 
в строительстве, машиностроении и других отрас-
лях промышленности [4-6].

Проявления динамических состояний в 
формировании специальных эффектов, опреде-
ляющих результативность производственных и 
транспортировочных процессов, предопределя-
ют интерес к разработке методологии и анали-
тического инструментария в рамках системного 
подхода [7].
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Требование к динамическому качеству техно-
логических и транспортировочных процессов ини-
циирует развитие научно-методологического базиса 
современной динамики машин на основе использо-
вания методов системного анализа, аналитического 
аппарата теории систем, теории автоматического 
управления, в основе которых лежат представления 
о состояниях технических объектов.

Особое значение в формировании динамиче-
ских состояний имеет понятие связи между движе-
ниями, в общем случае имеющей неудерживающий 
характер. Учет связей, отображающих особенно-
сти динамических взаимодействий, позволяет ре-
ализовать возможности настройки вибрационных 
полей рабочих органов технологических машин.

Во многих случаях существенные особенности 
динамических взаимодействий элементов техниче-
ских объектов транспортного и технологического 
назначения могут быть отображены механическими 
колебательными системами, реализующими посту-
пательные или вращательные формы движений.  На 
начальных этапах исследований рассматриваются 
механические колебательные системы с сосредото-
ченными параметрами, совершающие малые уста-
новившиеся колебания относительно положения 
статического равновесия. Возможность исключе-
ния координат позволяет рассматривать систему с 
одной степенью свободы как обобщенную расчет-
ную схему технического объекта для исследования 
динамических взаимодействий элементов на основе 
обобщенных представлений о формах движений и 
динамических состояниях в виде резонанса и дина-
мического гашения колебаний. 

Для оценки динамических состояний техни-
ческих объектов известен ряд подходов к формиро-
ванию методологического базиса, использующих 
понятия об обратных связях, передаточных функ-
циях, парциальных системах, частотных энергети-
ческих функциях, функциях демпфирования и др.

Можно предположить, что расширение мето-
дологического базиса в рамках методов структур-
ного математического моделирования происходит 
на основе развития понятий о дополнительных 
связях, реализуемых за счет введения в структуру 
устройств для преобразования движений, пред-
ставленных зубчатыми, рычажными или несамо-
тормозящимися винтовыми механизмами. 

Внимание к дополнительным связям определено 
потенциальными возможностями проявления новых 
эффектов на основе управления динамическими со-
стояниями и формами динамических взаимодействий 
элементов механических колебательных систем.

Вместе с тем, существующий методологический 
базис требует детализации представлений о совокуп-

ности взаимосвязей между динамическими состо-
яниями и формами динамических взаимодействий 
элементов механических колебательных систем, нахо-
дящихся под действием внешних возмущений.

Предлагаемая статья посвящена развитию 
методов структурного математического модели-
рования в рамках системного подхода к разработ-
ке методологического базиса для решения задач 
оценки, контроля и формирования динамических 
состояний механической колебательной системы с 
одной степенью свободы, рассматриваемой в каче-
стве обобщенной схемы приведения для систем с 
несколькими степенями свободы, на основе учета 
динамических состояний и динамических форм 
взаимодействий элементов системы, как факторов 
самоорганизации движений системы, находящейся 
под воздействием внешних возмущений кинемати-
ческой или силовой природы.

1. Основные положения

Рассматривается механическая колебатель-
ная система с одной степенью свободы, нахо-
дящаяся под воздействием нагрузок силовой и 
кинематической природы с учетом связности в 
виде функциональной зависимости (рис.1). Ме-
ханическая колебательная система образована 
массоинерционным элементом с массой m1, сое-
диненным с опорными поверхностями I и II по-
средством упругих элементов с жесткостями k1 и 
k2, а так же с помощью устройств для преобразо-
вания движений с массоинерционными коэффи-
циентами L1 и L2, рассматриваемыми в качестве 
настроечных параметров. Опорные поверхности 
I и II представляют собой внешние кинематиче-
ские возмущения z1, z2, наравне с которыми, к 
массоинерционному элементу m1 приложено си-
ловое возмущение Q1.
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Рис. 1. Расчетная схема механической  
колебательной системы с одной степенью  

свободы

Предполагается, что кинематические возму-
щения z1, z2 и силовое воздействие Q1 представ-
ляют собой синфазные гармонические колебания 
с частотой ω. В неподвижной системе координат 
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положение элемента с массой m1 отображается 
величиной y1, равной смещению элемента m1 от-
носительно положения статического равновесия. 
Предполагается, что система совершает малые 
вынужденные установившиеся колебания относи-
тельно положения статического равновесия с уче-
том нулевых начальных условий.

Совокупность внешних воздействий силовой 
и кинематической природы фиксированных частот 
определяет разнообразие динамических состояний 
и динамических форм взаимодействий элементов 
механической колебательной системы в отобра-
жении упругих и массоинерционных свойств на 
основе передаточных отношений в виде дроби. В 
знаменателе дроби указана амплитуда колебаний 
внешних возмущений, рассматриваемых в каче-
стве входных воздействий, а в числителе амплиту-
да установившихся колебаний массинерционного 
элемента, рассматриваемых в качестве выходных 
движений. Учет связности внешних кинематиче-
ских возмущений предполагает возможности про-
явления новых динамических эффектов в виде 
специфических динамических состояний и дина-
мических форм взаимодействий элементов меха-
нической колебательной системы.

Задача заключается в разработке методов де-
тализации представлений о возможностях оценки, 
контроля и формирования динамических состоя-
ний и динамических форм вынужденных взаимо-
действий элементов механических колебательных 
систем с одной степенью свободы, находящихся 
под воздействием силовых или связных возмуще-
ний кинематической природы.

2. Структурная математическая модель

В общем случае на основе расчетной схе-
мы (рис.1) механической колебательной системы 
может быть составлена математическая модель в 
виде дифференциальных уравнений, построенных 
на основе формализма уравнений Лагранжа 2-го 
рода, использующих выражения кинетической и 
потенциальной энергии:
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Соответствующая система дифференциаль-
ных уравнений Лагранжа 2-го рода для одной 
обобщенной координаты имеет вид дифференци-
ального уравнения вынужденных движений с ну-
левыми начальными условиями:
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Дифференциальное уравнение (3) приводит-
ся к алгебраическому уравнению с помощью инте-
грального преобразования Лапласа:
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где p=jω - комплексная переменная, j=√-1, значок 
«-» над функцией означает изображение Лапласа.

В рамках структурного подхода на основе 
уравнения (4) механической колебательной систе-
ме сопоставляется структурная схема эквивалент-
ной в динамическом отношении системы автома-
тического управления.

Особенности учета характера внешних воз-
действий и выбор объекта, динамическое состо-
яние которого оценивается, определяют вариант 
цепи обратной отрицательной связи и, в целом, 
структурную схему.

На рис.2 представлены различные варианты 
структурных схем, соответствующих приложению 
силового воздействия к массоинерционному эле-
менту m1(рис. 2,а), кинематическому возмущению 
со стороны опорных поверхностей I(рис. 2,б),  II 
(рис. 2,в) и связанных через коэффициент γ одно-
временно действующих кинематических возмуще-
ний ͞z2=γ͞z1 (рис. 2,г).  

На основе структурных схем сроятся переда-
точные функции системы:
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Физический смысл передаточной функции 
WQ1(p) (5) заключается в отображении с помощью 
отношения y͞1/͞Q1 динамической податливости, за-
висящей от чистоты внешнего возмущения. Пере-
даточные функции Wz1(p), Wz2(p) (6),(7) отобража-
ют свойства механической колебательной системы 
в рамках представлений о рычажных связях между 
амплитудами входного кинематического возмуще-
ния и выходного колебания.
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Вместе с тем, интерес представляют ва-
рианты внешних возмущений, учитывающих 
характер взаимного движения опорных поверх-
ностей, определяющих кинематическое воздей-
ствие на объект.

В случае кинематических воздействий ͞z1, 
͞z2, на которые наложены условия связности  
͞z2=γ ͞z1, уравнение (4) в изображениях Лапласа 
принимает вид:
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где γ – коэффициент связности. 
На основе представленного уравнения (8) 

строится семейство структурных схем, эквива-
лентных в динамическом отношении, систем авто-
матического управления, зависящее от коэффици-
ента связности γ. 

Для фиксированного параметра γ на основе 
структурной схемы (рис. 2,г)  может быть опреде-
лено передаточное отношение: 
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Представленное отношение y͞1/͞z1(γ) отображает 
варианты динамических взаимодействий элементов 
механической колебательной системы, включая ха-
рактерные динамические состояния. В частности, к 
характерным состояниям можно отнести динамиче-
ское гашение колебаний, резонанс и состояние покоя.

3. Динамические состояния механической 
колебательной системы с одной степенью 

свободы
Особенности динамических состояний ме-

ханических колебательных систем отображаются 
соответствующими амплитудно-частотными ха-
рактеристиками (рис.3,а-в) передаточных функций 
(5)-(7) и передаточного отношения (8) с учетом 
связности внешних кинематических возмущений.

Амплитудно-частотная характеристика (рис. 
3,а) передаточной функции системы ͞y1/͞Q1 (5) 
отображает податливость, представляющую в 
физическом смысле величину, обратную к дина-
мической, т.е. зависящей от частоты, жесткости 
системы. На частоте собственных колебаний реа-
лизуется резонанс, интерпретируемый как состо-
яние системы с нулевой жесткостью или беско-
нечной податливостью.

Амплитудно-частотные характеристики (рис. 
3,б-в) передаточных функций ͞y1/͞z1  (6), ͞y1/͞z2 (7)  ото-
бражают рычажные свойства между амплитудами 
внешних кинематических воздействий, рассматри-
ваемых как входные возмущения, и амплитудами 
колебаний массоинерционного элемента m1, рас-
сматриваемыми как выводные движения.

Амплитудно-частотные характеристики пере-
даточных функций ͞y1/͞z1, ͞y1/͞z2, ͞y1/͞Q1 (5)-(7) отража-
ют принципиальное отличие механических коле-
бательных систем с кинематическим возмущением 
от системы с силовым возмущением, заключаю-
щееся в возможности реализации динамического 
гашения колебаний на частотах:
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Рис.2. Структурные схемы механической колебательной системы с одной степенью свободы  
для различных вариантов внешних возмущений: (a) Q͞

1 
– внешнее силовое воздействие; (б) ͞z

1
 
 
–  

внешнее кинематическое возмущение; (в) ͞z
2
 
 
– внешнее кинематическое возмущение; (г) ͞z

1 
–  

внешнее возмущение с учетом коэффициента связности γ
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22dyn2 Lk=ω .                      (11)
Вместе с тем, необходимо отметить, что со-

гласно структурным схемам (рис. 2,б-в) режимы 
динамического гашения колебаний реализуются в 
системе за счет обнуления усилительного звена с 
передаточными функциями L1p

2+k1 и L2p
2+k2.

В свою очередь, обнуление отрицательной 
обратной связи, отражающей роль динамической 
жесткости, в предположении, что объектом для 
оценки динамического состояния выбран массои-
нерционный элемент, реализуется на частоте:

)()( 2121inv LLkk ++=ω .           (12)

Можно показать, что движение механической 
колебательной системы на частоте ωinv обладает ря-
дом специфических свойств.

4. Оценка динамических состояний  
с учетом связности внешних кинематических 

возмущений

1. � Динамические состояния системы, находящей-
ся под воздействием двух одновременно дей-
ствующих связных кинематических возмуще-
ний определяются собственной частотой ωnat 
системы и частой ωdyn(γ), зависящей от параме-

тра связности γ, на которой реализуется обнуле-
ние координаты y͞1:

211

21
nat

2

LLm
kk
++

+
=ω ,               (13)

21

21
dyn

2

LL
kk
γ+
γ+

=ω .                  (14)

Значения величины k1L2-k2L2 задает область 
определения функции ωdyn(γ), сопоставляющей ка-
ждому коэффициенту связности γ фиксированное 
значение частоты внешнего возмущения, обнуля-
ющего амплитуду колебания y͞1.
2. � График функции ωdyn(γ) (рис.4, линия 1), за-

данной в области Γ={-∞,-k1/k2}∪{-L1/L2,∞}, при 
условии k1L2-k2L2≠0 образован двумя ветвя-
ми с вертикальной γ= -L1/L2 и горизонтальной 
ω=√k2/√L2 асимптотами (рис. 4, линии 5,2). 

Критические значения коэффициента связ-
ности γ=-k1/k2 и γ=-L1/L2 определяют интервал, для 
внутренних точек которого частота обнуления  ам-
плитуды колебания координаты y͞1 не определена 
(рис. 4, т.1,2). Для γ=0 частота ωdyn(γ) принимает 
значение √k1/√L1 (рис. 4, т.3). Предельное значение 
функции ωdyn(γ) при стремлении γ к бесконечности 
составляет √k2/√L2(рис.4, т.4). 

(a) (б)

(в) (г)

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики: (а) - ͞y
1
/ Q͞

1
; (б) -y

1
/ ͞z

1
 ; (в) - ͞y

1
/ ͞z

2
; (г) семейство ͞y

1
/ ͞z

1
,  

γ=-3,-2,-1,0,1,2 (m
1
=1кг, L

1
=2кг, L

2
=4 кг., k

1
=2 Н/м., k

2
=3 Н/м.)
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В предположении, что собственная частота 
ωnat (13) системы не совпадает с частотой √k2/√L2 ,  
а это выполняется при условии k1L2-k2L1+k2m1≠0, 
может быть найден такой особенный коэффициент 
связности γ0(рис. 4, т.7), что частота обнуления ωdyn 
(14) координаты y1 совпадет с собственной часто-
той системы ωnat (рис. 4,т.4):

122112

112112
0 mkLkLk

mkLkLk
+−
−−

=γ .            (15)

При выборе в качестве коэффициента связ-
ности кинематических возмущений значения γ=γ0 
алгебраическое уравнение (8) в изображениях Ла-
пласа принимает вид:

  (16)

Алгебраическому уравнению (16) в рамках 
структурного подхода сопоставляется структурная 
схема, эквивалентная в динамическом отношении 
системы автоматического управления (рис. 5).

2
1

1
pm

21
2

21 )( kkpLL +++

1y

2
1 1 2 1 2( )m L L p k k+ + + +

(-)

1z2 1 1 2

2 1 1 2 2 1

k L k L
k L k L k m

−
− +

Рис.5. Структурная схема для параметра  
связности γ=γ

0

Передаточное отношение (9) для (16) прини-
мает вид:

122112

2112

1

1

12

0
)(

mkLkLk
LkLk

z
ypW

zz +−
−

==
γ=

γ . (17) 

Таким образом, для особенного значения ко-
эффициента связности γ=γ0 динамические свойства  
системы могут быть рассмотрены как независящие 
от частоты внешнего возмущения. Вместе с тем, в 
зависимости от конкретных значений параметров 
системы, передаточное отношение (17) может при-
нимать положительные, отрицательные или нулевые 
значения.  
3. � В случае если выполнено условие k1L2-k2L1=0, 

то уравнение в изображениях Лапласа (8) при-
нимает вид:

    (18)

Для различных коэффициентов связности 
может быть рассмотрено семейство структурных 
схем, особенностью которых является звено с пе-
редаточной функцией 1+γk2/k1 (рис. 6).

2
1

1
pm

1y

1

21
k
k

γ+ 1z

(-)

21
2

1
1

2 )1( kkpL
k
k

+++

1
2

1 kpL +

Рис.6. Семейство структурных схем при условии  
k

1
L

2
-k

2
L

1
=0

Передаточная функция систем (рис.6) имеет вид:

. (19)

Семейство амплитудно-частотных характе-
ристик передаточных функций (19) имеет графики 
трех характерных видов в зависимости от γ (рис.7, 
линии 1-3).

Таким образом, усилительное звено с пере-
даточным коэффициентом 1+γk2/k1 обнуляется при 
выборе γ= - k1/k2. Это означает, что выбор коэф-
фициента связности γ внешних кинематических 

Рис. 4. График зависимости частоты обнуления 
координаты ͞y

1 
 от коэффициента связности γ 
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возмущений и учет системных параметров в виде 
условия k1L2-k2L1=0 определяет совокупность ди-
намических особенностей механической колеба-
тельной системы.

5. Формы динамических взаимодействий 
элементов механической колебательной 

системы

1. � В качестве характерных движений элементов 
механической колебательной системы можно 
выделить состояние покоя, динамическое гаше-
ние колебаний, резонанс, движение на особых 
частотах, отображающих специальные динами-
ческие состояния. 

Графики амплитудно-частотных характери-
стик могут быть интерпретированы как совокуп-
ность динамических состояний и форм взаимо-
действия элементов механических колебательных 
систем. Если с динамическим состоянием связыва-
ется характерная частота, обладающая определен-
ной особенностью, то под формой динамических 
взаимодействий понимается направленность дви-

жения массоинерционного элемента механической 
колебательной системы относительно некоторой 
фиксированной направленности внешнего возму-
щения силовой или кинематической природы. В 
случае совпадения направленностей движения фор-
ма взаимодействия условно принимается «поло-
жительной» (рис. 8,а), в случае противоположных 
направленностей форма взаимодействия считается 
«отрицательной» (рис. 8,б).

Таким образом, формы динамических взаимо-
действий элементов механической колебательной 
системы отображают направленности движении 
массоинерционного элемента по отношению к не-
которому возмущающему воздействию. В частно-
сти, участок знакопостоянства амплитудно-частот-
ной характеристики может быть интерпретирован 
как форма движения условно «положительной» 
направленности, если график амплитудно-частот-
ной характеристики больше нуля, или условно «от-
рицательной», если меньше нуля. 
2. � Детализация представлений о совокупности ди-

намических состояний и форм взаимодействий 
элементов механической колебательной систе-
мы, находящейся под вибрационным нагруже-
нием определенной природы (к примеру, сила 
Q1 приложена к массоинерционному элементу 
m1, а кинематические воздействия z1 и z2 рав-
ны нулю), может быть представлена графом, в 
котором характерные динамические состояния 
представлены вершинами, а частотные интер-
валы знакопостоянства амплитудно-частотных 
характеристик отображаются направленными 
дугами от вершин с меньшими частотами к 
большим с весами равными длинам соответ-
ствующих частотных интервалов.

На рис. 9 представлен граф динамических со-
стояний механической колебательной системы (рис. 
2,а), построенный на основе амплитудно-частотной 
характеристики (рис. 3,а) передаточной функции (5). 

Вершинами графа (рис. 9,а) обозначены два 
динамических состояний, а именно, вершина v1 

(а) (б)

Рис.8. Формы динамических взаимодействий элементов механических колебательных систем, 
находящихся под воздействием внешних возмущений  силовой природы:(a) – «положительная»  

форма или однонаправленные движения, (б) – «отрицательная» форма или движение  
в противоположных направлениях

Рис.7. Семейство амплитудно-частотных  
характеристик  системы для различных  

коэффициентов связности: линия 1 – γ=0, линия 
2 – γ=-4/3; линия 3 – γ=-2/3 отображает  
«блокирующее» значение коэффициента  

связности
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обозначает «начальное» состояние или состояние 
покоя системы, когда внешнее возмущение отсут-
ствует или частота внешнего возмущения равна 
нулю, т.е. ω1=0. Вершина v2 обозначает состояние 
резонанса, когда частота внешнего возмущения 
равна собственной частоте системы, т.е. ω2= ωsob.

Ветвь графика амплитудно-частотной харак-
теристики (рис. 3,а), принимающая положитель-
ные значения на частотном интервале (ω1, ω2), 
отображает динамическую форму положительной 
направленности в виде ориентированной дуги гра-
фа e1(v1,v2), идущей из вершины v1 в вершину  v2 и 
имеющей вес Δ1= ω2 – ω1. 

Динамическая форма отрицательной направ-
ленности, соответствующая ветви графика ампли-
тудно-частотной характеристики с отрицательны-
ми значениями (рис. 3,а, линия 2) на частотном 
интервале (ω2,∞), отображается в виде ориентиро-
ванной дуги графа e2(v2,v1), идущей из вершины v2 
в вершину  v1 и имеющей бесконечный вес Δ2=∞. 

В рамках развиваемых представлений дина-
мическое состояние, соответствующее нулевой ча-
стоте, и предельное состояние, соответствующее 
неограниченному росту частоты внешнего возму-
щения, считаются тождественными и обозначают-
ся одной вершиной графа. 

Таким образом, амплитудно-частотная ха-
рактеристика (рис. 3,а) задает ориентирован-
ный граф (рис. 9,а) динамических состояний 
G1={V1,E1}, где V1={v1,v2} – множество вершин, 
соответствующих множеству динамических со-
стояний механической колебательной системы; 
E1={e1,e2} – множество дуг, сопоставленных ди-
намическим формам  взаимодействий элементов 
механической колебательной системы, характе-
ризуемым положительными и отрицательными 
направленностями.
3. � Наравне с графом динамических состояний 

механической колебательной системы может 
быть построен граф G′1={V′1,E′1} (рис. 9,б), ди-
намических форм взаимодействий элементов 

механической колебательной системой, нахо-
дящейся под воздействием внешних возму-
щений кинематической или силовой природы, 
образованный вершинами V′1={v′1,v′2}, которые 
отображают динамические формы  взаимодей-
ствия элементов, и ориентированными дугами 
E′1={e′1,e′2}, которые отображают динамические 
состояния механической колебательной систе-
мы, реализующиеся на характерных частотах, 
разделяющих интервалы знакопостоянства вет-
вей графиков амплитудно-частотных характе-
ристик. Весами Δ′1, Δ′2 дуг e′1,e′2 графа служат 
характерные частоты, а именно – нулевая и соб-
ственная частота, т.е. Δ′1=ω1, Δ′2=ω2.

Амплитудно-частотные характеристики, 
представленные на рис. 3,б,в, могут быть отобра-
жены соответствующими графами динамических 
состояний (рис. 10,а,в) и динамических форм (рис. 
10,б,г) взаимодействий элементов механических 
колебательных систем.

∞
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Рис. 10. Динамические характеристики  
механических колебательных систем: (а) граф  

динамических состояний и (б) динамических форм 
для системы на рис. 2,б; (в) граф динамических 
состояний и (г) динамических форм для системы 

на рис. 2,в

4. � При условии k1L2≠k2L1  наравне с графами 
(рис.10), построенными на основе амплитуд-
но-частотных характеристик передаточных 
функций (5)-(7) систем (рис. 2,а,в), могут 
быть построены графы динамических состо-
яний и форм для амплитудно-частотной ха-
рактеристики передаточного отношения (9) 
механической колебательной системы, нахо-
дящейся под воздействием связных кинема-
тических возмущений. 
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Рис. 9. Граф динамических состояний (а) и ди-
намических форм (б) взаимодействий элементов 
механических колебательной системы (рис. 3) для 
силового внешнего возмущения(Q

1
≠0, z

1
=0,z

2
=0)
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На рис. 11 представлен граф динамических 
состояний, в котором дугам сопоставлены анали-
тические выражения весов как функций коэффи-
циента связности кинематических возмущений, 
сопоставляющие независимой переменной γ зна-
чения длин частотных интервалов знакопостоян-
ства амплитудно-частотных характеристик между 
частотами характерных динамических состояний.

Веса дуг e1, e2  составляют:

1

1 2
1

1 2

k k
m L L

+
∆ =

+ +
,                (20)

1

1 2 1 2
2

1 2 1 2

k k k k
L L m L L
+ γ +

∆ = −
+ γ + +

,     (21)

Вес дуги e3 принимается за бесконечность, 
т.е. Δ3=∞.

Наравне с графом динамических состояний 
(рис. 11,а) представлен граф динамических форм 
колебаний (рис. 11,б), в котором вершинами v’1 и 
v’2 служат положительные и отрицательные формы 
динамических взаимодействий, дугами – динами-
ческие состояния, а весами Δ’1, Δ’2, Δ’3 дуг e’1, e’2, 
e’3 служат частоты соответствующих динамиче-
ских состояний:

2 1
1

2 1

k k
L L
γ +′∆ =
γ +

                   (22),

1 2
2

1 1 2

k k
m L L

+′∆ =
+ +

               (23),

3 0′∆ = .                          (24)

5. � Семейство механических колебательных си-
стем, определяемое значениями коэффициента 
связности γ, включает особый вариант, соответ-

ствующий коэффициенту связности γ0, при кото-
ром частота обнуления координаты ͞y1 совпадает 
с частотой собственных колебаний системы 
(предполагается, что k2m1-k1L2-k2L1≠0). Соответ-
ствующая амплитудно-частотная характеристи-
ка принимает положительные, отрицательные 
и нулевое значения. Такой амплитудно-частот-
ной характеристике могут быть сопоставлены 
«атомарные» графы динамических состояний и 
форм взаимодействий (рис.12).

Вместе с тем, если k2m1-k1L2-k2L1=0, то совпа-
дение частоты обнуления амплитуды колебания 
координаты y͞1 с частотой собственных колебаний 
реализуется только в пределе, т.е. при γ→∞.
6. � Если при выполнении условия k1L2-k2L1=0 коэф-

фициент γ составляет критическое значение γ=-
k1/k2, то совокупность динамических состояний 
определяется тремя динамическими состояниями 
и двумя формами динамических взаимодействий 
(рис. 11,а). Если же выбран коэффициент связно-
сти γ=-k1/k2, то система вырождается в состояние 
покоя, не обладающее формами взаимодействий.

7. � Представленные графы (рис. 10–12) динамиче-
ских состояний и форм взаимодействий явля-
ются новыми структурными математическими 
моделями, отображающими существенные дина-
мические особенности механических колебатель-
ных систем в виде, чувствительных к внешним 
воздействиям, «динамических совокупностей», 
минимальный набор характеристик которых 
определяется числом динамических состояний и 
форм взаимодействий. Графы динамических со-
стояний и форм взаимодействий по сути являются 
аппаратом исследования в дополнение к ампли-
тудно-частотным характеристикам передаточных 
отношений для отображения динамических осо-
бенностей механических колебательных систем в 
обобщенном виде. Для механических колебатель-
ных систем с двумя степенями свободы цепного 
типа или включающих в свой состав твердое тело 
реализованы программные разработки построе-
ния графа динамических состояний и форм [8]. В 
общем случае вычислительная трудоемкость по-
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строения графа динамических состояний и форм 
взаимодействий количественно выражается слож-
ностью определения корней (собственные часто-
ты, частоты динамического гашения колебаний) 
многочленов соответствующей задаче степени с 
учетом кратности и близости расположения. 

Заключение

Предложен метод исследования динамиче-
ских особенностей механических колебательных 
систем в рамках структурного математического 
моделирования, опирающийся на интерпретацию 
амплитудно-частотных характеристик передаточ-
ных функций в качестве графов, отображающих 
совокупность динамических состояний и динами-
ческих форм взаимодействий элементов механи-
ческих колебательных систем, находящихся под 
воздействием внешних возмущений силовой или 
кинематической природы с учетом связанности. 

Разработан подход к оценке, контролю и фор-
мированию динамических особенностей взаимо-
действий элементов механических колебательных 
систем с одной степенью свободы, рассматривае-
мых в качестве обобщенных систем, к которым мо-
гут быть приведены механические колебательные 
системы с несколькими степенями свободы. 

В рамках единого системного подхода, осно-
ванного на методах структурного математического 
моделирования, предложенная расширенная мето-
дологическая база решения задач динамики техни-
ческих объектов, находящихся под вибрационным 
нагружением с учетом связанности внешних воз-
действий, на основе рассмотрения особенностей 
динамических состояний и динамических форм 
взаимодействия элементов механических колеба-
тельных систем.

Показано, что характер приложения внешних 
возмущающих воздействий существенным обра-
зом влияет на формирования совокупности вынуж-
денных движений механической колебательной 
системы. 

Рассмотрена модельная механическая коле-
бательная система с одной степенью свободы. По-
казано, что в рассмотренном модельном варианте 
в зависимости от выбора параметров системы и 
коэффициента связности семейство систем обла-
дает совокупностью специфических состояний. В 
частности, показано, что выбор параметров коэф-
фициентов жесткостей, масс и массоинерционных 
коэффициентов устройств для преобразований 
движений может влиять на существование у систе-
мы режимов динамического гашения колебаний 
и «блокировать» движение для внешнего воздей-

ствия всего спектра частот. Вместе с тем, показано, 
что сближение частоты динамического гашения с 
собственной частотой, уменьшает количество сте-
пеней свободы, что проявляется в уменьшении 
форм динамических взаимодействий.

Показано, что количество степеней свободы 
механической колебательной системы проявляется 
в разнообразии форм динамических взаимодействий 
элементов механической колебательной системы.

Авторами предложено представление о ди-
намическом состоянии как «переключателе» форм 
динамических взаимодействий; c другой стороны, 
формы динамических взаимодействий реализуют-
ся при «прохождении» системой различных дина-
мических состояний. 

Показано, что управление динамическими ре-
жимами с учетом форм взаимодействий элементов 
создает предпосылки к разработке эффектов само-
организации движения механических колебатель-
ных систем.

Таким образом, для решения задач динамики 
технических объектов транспортного и техноло-
гического назначения, разработана расширенная 
методологическая база для решения задач оценки, 
контроля и формирования динамических состоя-
ний и динамических форм взаимодействий, учи-
тывающих особенности выбора объекта, динами-
ческое состояние которого оценивается.
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