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Введение

В современной литературе по нелинейной 
и хаотической динамике широко используется 
понятие гиперхаотической системы дифферен-
циальных уравнений (cм. [1-3] и др.), имеющей 
размерность не ниже четырех и обладающей 
более сложными, чем трехмерные системы, не-
регулярными аттракторами. Считается, что ги-
перхаотическая система уравнений имеет более 
чем один положительный показатель Ляпунова. 
Однако, как следует из результатов автора и как 
продемонстрировано на многочисленных приме-
рах в работах [4-7], существует один универсаль-
ный бифуркационный сценарий перехода к хао-
су в нелинейных системах дифференциальных 
уравнений: автономных и неавтономных, дис-
сипативных и консервативных,  обыкновенных, 

с частными производными и с запаздывающим 
аргументом. Это сценарий  Фейгенбаума-Шар-
ковского-Магницкого, начинающийся каскадом 
бифуркаций Фейгенбаума удвоения периода 
цикла или тора и продолжающийся субгармо-
ническим каскадом бифуркаций Шарковского 
и гомоклиническим  (или гетероклиническим) 
каскадом бифуркаций Магницкого.  Все рожда-
ющиеся в ходе реализации такого сценария нере-
гулярные аттракторы являются исключительно 
сингулярными аттракторами, то есть неперио-
дическими ограниченными почти устойчивыми 
траекториями в конечномерном или бесконечно-
мерном фазовом пространстве, в любой окрест-
ности которых содержится бесконечное число 
неустойчивых периодических траекторий. При 
этом доказано, что любой сингулярный цикличе-
ский аттрактор, порожденный ФШМ - каскадом 
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бифуркаций сингулярного цикла, принадлежит 
замыканию его неустойчивого двумерного ин-
вариантного многообразия (сепаратрисной по-
верхности), являющегося бесконечно листным 
складчатым гетероклиническим сепаратрисным 
зигзагом, натянутым на сепаратрисное дерево 
(листы Мебиуса) каскада Фейгенбаума и следу-
ющих за ним каскадов бифуркаций [4,5]. Сле-
довательно, на любом сингулярном аттракторе 
(почти устойчивой непериодической траекто-
рии) старший характеристический показатель  
Ляпунова равен нулю. Эффект положительности 
показателя Ляпунова является исключительно 
следствием ошибок вычислений, так как из-за на-
личия всюду плотного множества непериодиче-
ских траекторий численное движение возможно 
только по всей области, в которой расположена 
траектория сингулярного аттрактора, а не по са-
мой его траектории. По той же причине числен-
но найденный  старший  показатель  Ляпунова 
может оказаться  положительным и при движе-
нии по устойчивой периодической траектории 
большого периода, находящейся в окрестности 
какого-либо сингулярного аттрактора, хотя тео-
ретически он должен равняться нулю и характе-
ризовать движение в касательном к траектории 
направлении, а остальные показатели Ляпунова 
должны быть отрицательными.  Таким образом,  
найденные численно положительные показате-
ли Ляпунова не являются характеристикой ни 
хаотического, ни тем более гиперхаотического 
движения.

Целью настоящей работы является выяснение 
истинной природы гиперхаотического поведения 
траекторий нелинейных систем дифференциаль-
ных уравнений на примере системы

 
              (1)

взятой из работы [1] и являющейся обобщением 
широко известной трехмерной системы уравне-
ний Лоренца, в которую система (1) переходит при  

    и .

1. Аналитическое исследование

Чтобы наглядно продемонстрировать, в чем 
на самом деле состоит отличие так называемого 
гиперхаоса, возникающего в системе (1), от просто 
хаоса системы Лоренца, положим в (1)   

   Исследуем область диссипа-
тивности системы (1), вычислив  дивергенцию ее 
правой части

то есть система (1) диссипативна во всем фазовом 
пространстве. Найдем особые точки системы (1), 
приравняв к нулю правые части ее уравнений:

 
                 (2)

Решая последнюю систему алгебраических 
уравнений, найдем, что при  система (1) име-
ет единственную особую точку , а при  

 – три особые точки:  и

Теорема. При r < 1 особая точка O системы 
(1) является устойчивым узлом. При r > 1 особая 
точка O является седло - узлом с одномерным не-
устойчивым многообразием , а особые точки  

 – устойчивыми узлами. 
Доказательство. Вычислим матрицу линеа-

ризации системы (1) в особых точках:

Вычисляя характеристический многочлен в 
особой точке O, найдем:

Приравнивая характеристический многочлен 
нулю, найдем, что матрица линеаризации имеет в 
особой точке O следующие собственные значения:

  

Следовательно, при r < 1 матрица линеариза-
ции А в особой точке O имеет четыре отрицатель-
ных вещественных собственных значения, то есть 
особая точка O является устойчивым узлом. При  
r > 1 матрица линеаризации имеет, очевидно, три 
отрицательных и одно положительное веществен-
ных собственных значений, то есть особая точка O 
в этом случае является седло – узлом с одномер-
ным неустойчивым многообразием . 
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Докажем, что в этом случае аттракторами 
становятся особые точки  При  харак-
теристический многочлен матрицы линеариза-
ции системы (1), вычисленный в особых точках  

,  принимает вид: 

Так как   при r = 1, то ха-
рактеристический многочлен принимает вид: 

 Его корнями являют-
ся одно нулевое и три вещественных отрицатель-
ных значения. Поэтому существует r* > 1 такое, что 
при всех 1 < r < r* отрицательные вещественные 
корни характеристического полинома остаются 
вещественными и отрицательными. А так как сво-
бодный член характеристического полинома поло-
жителен и равен произведению всех четырех его 
корней, то четвертый корень при 1 < r < r* является 
также вещественным и отрицательным. Следова-
тельно, особые точки  системы (1) при 1 < r < r*  
являются устойчивыми узлами. 

Теорема доказана.

2. Численный анализ

Дальнейшее исследование динамики реше-
ний системы  (1) проведем численными методами. 
Численный анализ показывает, что при росте зна-
чений параметра r > r* особые точки  системы (1) 
сначала становятся устойчивыми фокусами, а за-
тем теряют устойчивость при  При этом ат-
трактором в системе становится устойчивый цикл, 
который сохраняет устойчивость до   При 
больших значениях параметра r в системе (1) при-
сутствует так называемый гиперхаос, представлен-
ный на рис. 1. Основное видимое отличие хаоса от 
гиперхаоса состоит в том, что сечение плоскостью 
аттрактора просто хаотической трехмерной дисси-
пативной системы имеет вид одномерной кривой, 
то есть листы гетероклинического сепаратрисного 
зигзага бесконечно близко прижаты друг к другу. 
Но это не является их специфическим отличием, 
так как в четырехмерных диссипативных системах 
с хаотической динамикой, как доказано автором в 
[4,5], может происходить расщепление бесконечно 
листного  сепаратрисного зигзага на множество 
одномерных в проекции кривых, что мы и видим 
на рис. 1,а,в. 

Покажем, что не цикл, найденный в систе-
ме (1) при 15 < r < 19.1, порождает гиперхаос 
в системе (1) при больших значениях параме-

тра r, а что так называемый гиперхаос в четы-
рехмерной диссипативной системе (1) является 
следствием бесконечного каскада бифуркаций 
в соответствии с универсальным бифуркацион-
ным сценарием Фейгенбаума-Шарковского-Маг-
ницкого при уменьшении значений бифуркаци-
онного параметра r. То есть гиперхаос и хаос в 
любых трехмерных и многомерных нелинейных 
диссипативных системах дифференциальных 
уравнений имеют одну природу. Действительно, 
нетрудно численно убедиться в том, что при r = 
67.9 система (1) имеет два устойчивых цикла, 
изображенных на рис. 2. 

Рис. 2. Проекции устойчивых циклов периода 1 
системы (1) на плоскость (x, z) при r = 67.9

При уменьшении значений бифуркационно-
го параметра r в системе (1) происходят каска-
ды бифуркаций удвоения периода Фейгенбаума  
обоих циклов, а затем полные субгармонические 
каскады бифуркаций в соответствии с порядком 
Шарковского. Так при r = 65 в системе (1) най-
дены устойчивые циклы периода 2, при r = 64.5 
– устойчивые циклы периода 4, а при r = 63.76 
– два сингулярных аттрактора Фейгенбаума. При 
дальнейшем уменьшении значений параметра r в 
системе (1) реализуются два полных субгармони-
ческих каскада бифуркаций Шарковского, завер-
шающиеся двумя устойчивыми циклами периода 
3 при

 
r = 55.5, проекции которых на плоскость 

(x,z) изображены на рис. 3.

Рис. 1. Проекция на плоскость (x, z) аттрактора 
системы (1) при r = 25 (б), проекция на плоскость 

(y, z) сечения аттрактора плоскостью x = 0 (а), 
проекция на плоскость (x, z) сечения аттрактора 

плоскостью y = 0 (в) 
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Рис. 3. Проекции устойчивых циклов периода 3 

системы (1) на плоскость (x,z) при r = 55.5

При дальнейшем уменьшении значений пара-
метра r в системе (1), как и в трехмерной системе 
уравнений Лоренца, происходит слияние двух се-
паратрисных гомоклинических многообразий двух 
циклов с образованием  единого сепаратрисного 
гетероклинического многообразия, на котором 
происходит рождение новых более сложных как го-
моклинических, так и гетероклинических циклов. 
При наличии дополнительного четвертого изме-
рения в системе (1) имеется возможность расще-
пления бесконечно листной поверхности данного 
двумерного гетероклиничнеского  сепаратрисного 
многообразия, что хорошо видно из рис.1,а,в.  

Заключение

В работе проведено аналитическое и числен-
ное исследование природы гиперхаоса в нелиней-
ных системах дифференциальных уравнений на 
примере   обобщенной четырехмерной системы 
уравнений Лоренца. Численно показано, что пе-
реход к гиперхаосу в данной нелинейной системе 
дифференциальных уравнений происходит, как и в 
других нелинейных хаотических системах диффе-
ренциальных уравнений,  в соответствии с универ-
сальным  бифуркационным сценарием Фейгенбау-
ма-Шарковского-Магницкого. При этом вследствие 
наличия  дополнительного четвертого измерения 

происходит расщепление бесконечно листной по-
верхности двумерного гетероклиничнеского сепа-
ратрисного многообразия (сепаратрисного зигзага), 
содержащего как все сингулярные аттракторы, так и 
все циклы  системы, родившиеся в результате всех 
бесконечных каскадов бифуркаций. Старший харак-
теристический показатель Ляпунова на любом син-
гулярном аттракторе системы является нулевым, а 
его найденные численно положительные значения 
являются результатом его вычисления при движе-
ния  не по траектории самого аттрактора, а по всей 
содержащей его сепаратрисной поверхности. 
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