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Введение
Задача общего синтеза системы управления 

была сформулирована В.Г. Болтянским [1] сразу 
после формулировки принципа максимума для 
задачи оптимального управления [2]. Основной 
особенностью задачи общего синтеза является 
нахождение функции управления от координат 
пространства состояний объекта управления для 
множества начальных условий. В работе [1] задача 
формулируется как нахождение функции управле-
ния для начальных условий из всего пространства 
состояний. В работах [1,2] решены несколько за-
дач общего синтеза управления невысокой размер-
ности на основе принципа максимума Понтряги-
на, причем функции управления в них получены 

на основе логического умозаключения по анализу 
множества экстремалей. Распространить такой 
подход на задачи более высокой размерности есте-
ственно не удалось.

Для прямого решения задачи синтеза систе-
мы управления, как правило, используется урав-
нение Беллмана, представляющее собой систе-
му уравнений в частных производных [3]. При 
этом для получения решения в общей форме 
необходимо аналитическое решение уравнения 
Беллмана, что возможно только для систем не-
высокого порядка. Для получения численного 
решения часто применяется метод динамиче-
ского программирования. Однако данный ме-
тод применяется в основном только для одного 
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начального условия из-за «проклятия размерно-
сти». Полученное с помощью метода динамиче-
ского программирования решение представляет 
собой не аналитическое выражение для функ-
ции управления, а множество значений векторов 
управлений для множества значений векторов 
состояний, и не сильно отличается от управления 
как функции времени, полученной при решении 
задачи оптимального управления.

Из других способов решения задачи синте-
за системы управления следует отметить хорошо 
известный метод аналитического конструирова-
ния оптимальных регуляторов (АКОР) [4] и поя-
вившийся в конце XX века метод аналитического 
конструирования агрегированных регуляторов 
(АКАР) [5]. В методе АКОР для решения задачи 
синтеза системы управления функцию Беллмана 
предлагается преобразовать в более простые для 
решения алгебраические или дифференциаль-
ные уравнения Риккати. Данный метод, как пра-
вило, применяется к задачам с линейными объ-
ектами и квадратичными критериями качества. 
Метод АКАР описывает терминальные условия 
в форме нелинейных многообразий – агреги-
рованных переменных. Затем для них записы-
ваются линейные устойчивые уравнения 1-го 
порядка, которые требуют вычисления полной 
производной по времени. Полученную в резуль-
тате систему уравнений, согласно методу АКАР, 
необходимо разрешить относительно компонент 
вектора управления. Во многих случаях количе-
ство уравнений в системе может не совпадать 
с размерностью вектора управления. Как след-
ствие, данный подход требует специальных ана-
литических преобразований [6,7]. В зарубежных 
научных работах для решения задачи синтеза си-
стемы управления более широко освещается ме-
тод бэкстеппинга [8]. Данный метод основан на 
процедуре добавления к каждому дифференци-
альному уравнению, описывающему исходный 
объект управления, специальной обратной связи, 
делающей интегратор устойчивым по Ляпунову. 
Метод требует определенного опыта от разра-
ботчика и показывает ощутимую эффективность 
в основном только для специальных систем, об-
ладающих свойством каскадности.

В работе [9] для решения задачи структур-
но-параметрического синтеза системы управления 
предложено использовать методы символьной ре-
грессии. В методах данного класса запись мате-
матического выражения многомерной функции 
управления осуществляется в виде специфичного 
конкретному методу кода, а для поиска оптималь-
ного закодированного выражения используются 

специальные алгоритмы, осуществляющие поиск 
на нечисловом пространстве кодов. Одним из недо-
статков этого подхода является то, что сходимость 
используемых для поиска алгоритмов определена 
вероятностью нахождения кода оптимального ре-
шения на пространстве кодов возможных реше-
ний. Таким образом, для данного подхода нельзя 
определить оценку близости найденного решения 
к оптимальному.

В настоящей работе предлагается также 
использовать для решения задачи синтеза си-
стемы управления методы символьной регрес-
сии, но не решать задачу синтеза впрямую, а 
использовать их для аппроксимации множества 
уже найденных оптимальных решений. Здесь 
предлагаемый подход коррелирует с методами 
обучения нейронных сетей с учителем [10]. 
Найденное множество оптимальных траекто-
рий можно представить как обучающую вы-
борку, а процесс поиска аппроксимирующего 
математического выражения методом сим-
вольной регрессии – как обучение нейронной 
сети. Преимуществом методов символьной 
регрессии над методами с использованием 
нейронных сетей является возможность по-
лучить математическую запись структуры ис-
комой функции управления. Таким образом, 
предлагаемый подход позволяет решить зада-
чу синтеза системы управления и найти струк-
туру функции управления, обеспечивающей 
получение частного решения модели замкну-
той системы из любого начального состояния 
из ограниченного множества, оптимального 
по заданному критерию качества.

1. Численное решение задачи синтеза 
системы управления на основе 

аппроксимации множества оптимальных 
траекторий

Рассмотрим постановку задачи общего син-
теза системы управления. Задана модель объекта 
управления:

( , )=x f x u ,                              (1)

где [ ]T1 nx x=x   – вектор состояния объекта, 
n∈x  , [ ]T1 mu u=u   – вектор управления объ-

ектом, U m∈ ⊆u  , U  – ограниченное компактное 
множество.

Задано множество начальных состояний

0X n⊆                                  (2)

и терминальные условия

( ) f
ft =x x ,                             (3)
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где tf – ограниченное время процесса управления, 
которое может быть задано или определено по до-
стижению терминальных условий.

Задан функционал качества:

( )00
( ), ( ) minft

J f t t dt= →∫ x u .       (4)

Требуется найти управление в форме много-
мерной функции от компонент вектора простран-
ства состояний объекта:

( )=u h x ,                             (5)

где ( ) : n m→h x   , ( ) U⊆h x , n∀ ∈x  .
В работе рассматривается новый подход 

численного решения задачи синтеза системы 
управления на основе аппроксимации множества 
оптимальных траекторий методом символьной ре-
грессии. Для реализации этого подхода необходи-
мо предварительно найти множество оптимальных 
траекторий, что потребует многократно решить 
задачу оптимального управления. Приведем так-
же постановку задачи оптимального управления. 
Здесь задана модель объекта управления (1), одно 
начальное состояние

0(0) n= ∈x x  ,                       (6)

терминальное состояние (3) и функционал каче-
ства (4). Необходимо найти управление в виде 
функции времени

( )t=u v .                           (7)

Управление в виде функции координат про-
странства состояний (5) в отличие от функции 
времени (7) определяет отличие задачи синтеза 
от задачи оптимального управления, а наличие 
требования нахождения решения для множества 
начальных условий (2) определяет задачу синте-
за управления, как задачу общего синтеза управ-
ления.

Подставим найденные функции управления 
(5) и (7) в модель объекта (1), получим следую-
щие системы уравнений:

( ), ( )=x f x h x ,                       (8)

( ), ( )t=x f x v .                       (9)
Решения систем (8), (9) 0( , )tx x  для одного и 

того же начального состояния из заданной области 
(2) 0

0X∈x  должны совпадать и обеспечивать ми-
нимум заданному функционалу (4):

( )( ) ( ) ( )0 0 0
0 0 00 0 0U

( , ), ( , ) ( , ), ( ) min ,f f ft t t
f t t dt f t t dt f dt

∈
= =∫ ∫ ∫u

x x h x x x x v x u


( )( ) ( ) ( )0 0 0
0 0 00 0 0U

( , ), ( , ) ( , ), ( ) min ,f f ft t t
f t t dt f t t dt f dt

∈
= =∫ ∫ ∫u

x x h x x x x v x u


,

где U  – множество всех допустимых управлений, 
удовлетворяющих ограничениям и обеспечиваю-

щих достижение объектом управления терминаль-
ного состояния (3).

Выберем во множестве начальных условий 
(2) конечное число элементов

{ }0,1 0,
0 0X , , XN ∈x x

 .              (10)

Для каждого начального значения из (10) 
необходимо решить задачу оптимального управ-
ления (1), (6), (3), (4). Для ее решения в пред-
лагаемом подходе целесообразно использовать 
численные методы, основанные на преобразо-
вании исходной задачи в задачу конечномерной 
оптимизации и использовании методов нелиней-
ного программирования [11]. Однако для поиска 
множества оптимальных траекторий разработ-
чик может успешно применять и другие методы 
решения задачи оптимального управления, в том 
числе методы на основе принципа максимума 
Понтрягина. 

Решив задачу оптимального управления 
для каждого начального состояния из (10), по-
лучим множество соответствующих функций 
управления:

{ }1V= ( ), , ( )Nt tv v

 ,

где ( )i tv  – решение задачи оптимального управле-
ния для начального состояния 0,ix , 1,i N= .

Дискретизируем решения по времени. Вве-
дем малый интервал t∆ . Определим множества 
векторов управлений и соответствующих им со-
стояний:

, ( )i j i j t= ∆u v ,
, 0,( , )i j i j t= ∆x x x ,                    (11)

где 1,i N= , 1,j M= , maxM t t= ∆   , maxt  – за-
данное максимальное время достижения терми-
нальных условий в задаче с нефиксированным 
временем ft . В такой задаче время достижения 
терминальных условий (3) зависит от начальных 
условий 0,

,( , )i f
f it =x x x , поэтому в (11) полага-

ем, что если ,f ij t t∆ > , то ,i j f=x x .
В предлагаемом подходе численное решение 

задачи синтеза системы управления заключается в 
нахождении функции (5), которая обеспечивает 
минимум функционалу

, 0,

1 1
( , ) min

N M
i j j i

i j
J j t

= =

= − ∆ →∑∑ x x x ,    (12)

где 0,( , )j i j t∆x x  – частное решение системы, по-
лученной путем подстановки управления (5) в мо-
дель (1), для начального состояния 0,ix  в дискрет-
ный момент времени j t∆ .
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2. Метод сетевого оператора
Для аппроксимации множества оптимальных 

траекторий в работе используется метод сетевого 
оператора [12,13], который относится к классу 
символьной регрессии. Суть всех методов данно-
го класса состоит в том, чтобы кодировать возмож-
ные решения в удобной для компьютерной памяти 
форме и искать оптимальное решение в нечисло-
вом пространстве кодов с помощью специального 
оптимизационного алгоритма.

Метод сетевого оператора кодирует мате-
матическое выражение в виде целочисленной 
матрицы. Для кодирования математического вы-
ражения используются множество переменных 
и параметров, функций с одним аргументом и с 
двумя. Функции с двумя аргументами должны 
быть коммутативны и ассоциативны. Свойство 
ассоциативности функций с двумя аргументами 
позволяет использовать их как функции произ-
вольного числа аргументов. Для кодирования 
математического выражения методом сетевого 
оператора необходимо представить математиче-
ское выражение в виде композиции элементов 
из данных множеств. Затем строится вычисли-
тельный граф, в котором функции с одним ар-
гументом связаны с дугами графа, с двумя аргу-
ментами – узлами, а аргументы математического 
выражения – с узлами-источниками графа. По-
сле этого строится матрица сетевого оператора 
из матрицы смежности вычислительного графа. 
Матрица сетевого оператора – это код математи-
ческого выражения.

Для поиска оптимального математическо-
го выражения в методе сетевого оператора ис-
пользуется модифицированный генетический 
алгоритм. При поиске выражения генерируется 
множество матриц сетевого оператора. Затем для 
элементов этого множества выполняются специ-
альные генетические операции скрещивания и 
мутации. Метод сетевого оператора при поиске 
использует принцип малых вариаций базового 
решения. В соответствии с этим принципом одно 
возможное решение кодируется в форме матри-
цы сетевого оператора, а другие возможные ре-
шения получаются путем малых вариаций кода 
базового решения.

3. Вычислительный эксперимент

В качестве вычислительного эксперимен-
та решалась задача синтеза системы управления 
посадкой космического корабля на поверхность 
Луны [14]. Математическая модель космического 
корабля имеет следующий вид:

( ) ( )

( ) ( )

2
2 1 2

1 2
5 3

2
2 1 2 2

2
5 3 1

3 1 2

4 1 2

2
5

cos
cos( ),

sin sin( ) ,

cos( ),
sin( ),

,

E c M
M

M

E c M
M

M

c

s

g P u u x rx g x
m x r x

g P u u x r xx g
m x r x x

x x x
x x x

P ux
P

 + −  
 = −  + +  


+ −  
= +   + +  =

 =
 +

= −














 

где [ ]T1 2 3 4 5x x x x x=x  – вектор состояния 
объекта, 1x  – текущая скорость космического ап-
парата, 2x  – угол наклона траектории, 3x  – теку-
щая высота полета относительно поверхности 
Луны, 4x  – дальность полета, 5x  – масса топлива; 

[ ]T1 2u u=u  – вектор управления объектом, значе-
ния которого ограничены

12 2
uπ π

− ≤ ≤ , 280 80u− ≤ ≤ ,

ускорение свободного падения Луны 1,623Mg =  
м/с2, ускорение свободного падения Земли 

9,807Eg =  м/с2, радиус Луны 1737140Mr =  м, 
масса космического аппарата без учета массы то-
плива 700m =  кг, номинальная тяга двигателя 
космического аппарата 720cP =  кг, удельная тяга 
двигателя 319sP =  с.

Область начальных состояний и терминаль-
ные условия заданы следующим образом:

0,1 0,2
0

0,3 0,4 0,5

1689, 1,65 1,55,
X

17 000 20 000,  0,  800
x x

x x x
= − ≤ ≤ −  =  ≤ ≤ = =  

, (13)

1 30 0f f fx x = = = x .                (14)
Фазовые состояния аппарата имеют очевид-

ные ограничения:
1 3 5, , 0x x x ≥ .

На первом этапе решалась задача поиска 
оптимальных траекторий. Для этого область на-
чальных состояний (13) необходимо заменить ко-
нечным множеством точек начальных состояний 
объекта. В эксперименте рассматривалось 4N =  
точек, охватывающих границы области начальных 
состояний объекта

[ ] [ ]
[ ] [ ]

0

1689 1,65 17 000  0  800 , 1689 1,65 20 000  0  800 ,
X

1689 1,55 17 000  0  800 , 1689 1,55 20 000  0  800

T T

T T

 − − =  
− −  

 . (15)

Используемый при поиске решения задачи 
оптимального управления функционал качества 
учитывал расход топлива, точность достижения 
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терминального состояния и ограничения на фазо-
вые состояния объекта:

( )

( ) ( )

( ),

0,
1 0,5 5 ,

2 20, 0,
2 1 , 1 3 3 , 3

4 0
1,3,5

( , )

( , ) ( , )

min, 1, ,j f

j
j f j

j f j f
f j f j

t

i
i

J x x t

x t x x t x

x dt j Nϑ

α

α α

α
=

= − +

 + − + − + 
 

 
+ − → = 

 
∑∫

x

x x

где ( )ixϑ −  – функция Хэвисайда

kα , 1, ,4k =   – весовые коэффициенты, значе-
ния которых подбирались эмпирически.

Поиск решения производился путем редук-
ции исходной задачи бесконечномерной оптими-
зации к задаче нелинейного программирования с 
помощью кусочно-линейной аппроксимации. В ка-
честве метода безусловной оптимизации для реше-
ния полученной задачи использовался гибридный 
алгоритм на основе пчелиного алгоритма и алго-
ритма серых волков [15].

В результате вычислений для каждого началь-
ного условия из множества (15) было получено оп-
тимальное управление, на основе которого постро-
ены оптимальные траектории.

На втором этапе вычислительного экс-
перимента полученные оптимальные траек-
тории использовались для синтеза системы 
управления в форме структуры функции управ-
ления от координат пространства состояний 
космического аппарата. Поиск решения произ-

водился путем численной аппроксимации най-
денных траекторий с помощью метода сетевого 
оператора с учетом функционала (12). При дис-
кретизации оптимальных траекторий использо-
валось значение интервала 0,5t∆ = . Параметры 
метода сетевого оператора имели следующие зна-
чения: размерность матрицы сетевого оператора –  
40; количество возможных решений в начальной 
популяции – 256; число поколений – 20000; число 
переменных функции управления – 5; число па-
раметров функции управления – 10; размерность 
функции управления – 2. Поиск структуры много-
мерной функции управления и оптимальных значе-
ний ее параметров осуществлялся одновременно.

Качество найденной в результате вычис-
лительного эксперимента функции управления 
тестировалось путем получения оптимального 
управления для различных начальных состояний 
из ограниченного множества (13), среди которых 
были как присутствующие во множестве (15), 
так и не присутствовавшие. Сравнение получен-
ных с помощью найденной системы управления 
решений производилось с решениями, найденны-
ми путем решения задачи оптимального управ-
ления для тех же начальных состояний объекта. 
Результаты данного сравнения приведены в табл. 
1. Для всех рассмотренных начальных состояний 
терминальные условия (14) были выполнены с 
заданной точностью. На рис. 1 приведены гра-
фики изменения фазовых состояний объекта во 
времени, полученные с помощью найденной 
функции управления (сплошная линия) и пу-
тем решения задачи оптимального управления 
(пунктирная линия) для начального состояния  
x0 = [1689  –1,6  18000 0 800]T.

Табл. 1

Результаты сравнительного вычислительного эксперимента.

№ Начальное состояние x0
Расход топлива

факт оптим.

1 [1689  –1,65  17000 0 800]T 688,4013 654,4764

2 [1689  –1,65  18000 0 800]T 695,9248 656,7496

3 [1689  –1,65  19000 0 800]T 708,4639 659,89

4 [1689  –1,65  20000 0 800]T 713,4796 654,1661

5 [1689  –1,6  17000 0 800]T 690,9091 644,9356

6 [1689  –1,6  18000 0 800]T 703,4483 686,7903

7 [1689  –1,6  19000 0 800]T 713,4796 655,4594

8 [1689  –1,6  20000 0 800]T 723,511 661,4748

9 [1689  –1,55  17000 0 800]T 713,4796 648,4446

10 [1689  –1,55  18000 0 800]T 726,0188 663,7833

11 [1689  –1,55  19000 0 800]T 736,0502 679,6142

12 [1689  –1,55  20000 0 800]T 746,0815 689,0416
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Результаты вычислительного эксперимента 
демонстрируют, что полученное решение задачи 
синтеза системы управления позволяет получать 
близкие к оптимальным траектории для различных 
начальных состояний из заданного ограниченного 
множества, в том числе и траектории, которых не 
было в аппроксимируемом множестве. Отклоне-
ние значений расхода топлива при использовании 
найденного решения от оптимальных составило не 
более 10%.

Заключение

Предложенный усовершенствованный под-
ход решения задачи синтеза системы управления 
методом сетевого оператора путем аппроксима-
ции множества оптимальных траекторий показал 
свою эффективность. Полученная в вычислитель-
ном эксперименте функция управления обеспечи-
ла перемещение объекта управления из заданного 
множества начальных состояний в терминальное 
состояние по близкой к оптимальной траектории. 
Значения функционалов оценки качества полу-
ченных траекторий имеют малое отклонение от 
опорных значений. При этом близость решений, 
получаемых с помощью синтезирующей функции, 
к оптимальным определяется точностью аппрок-
симации и точностью получения множества опти-
мальных траекторий.
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Spacecraft landing control system design based on the approximation of optimal trajectories
S.V. Konstantinov
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Abstract. The problem of general synthesis of the control system is considered. The symbolic regression method 
is used to solve the problem. Since the methods of this class use approaches based on heuristic algorithms, the 
question of determining the proximity of a solution to the optimal one remains open. In this paper, it is proposed 
to solve the problem of synthesis of a control system based on the approximation of the set of optimal trajectories. 
Initially, the optimal control problem is solved for different initial conditions, and then the resulting set of optimal 
trajectories is approximated by the symbolic regression method. In this case, the quality of the solution and its 
proximity to the optimal one is determined by the accuracy of the approximation. A computational example of 
solving an applied problem of synthesis of a control system for landing a spacecraft on the surface of the Moon 
is presented. It is experimentally shown that the found control function allows for any initial state from a given 
domain to obtain trajectories close to optimal in terms of the value of the quality criterion.
Keywords: Optimal control, control system synthesis, symbolic regression, network operator method.
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