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Введение
В современной литературе по нелинейной и 

хаотической динамике широко используется по-
нятие «скрытого» аттрактора автономной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений в 
том случае, когда система вместе с нерегулярным 
аттрактором либо вообще не имеет особых точек 
(cм. [1-3]), либо имеет устойчивые особые точки 
(см. [4-6]). Авторы таких работ пытаются охарак-
теризовать «скрытый» аттрактор вычислением 
одного или нескольких положительных показате-
лей Ляпунова, вычислением размерности Капла-
на-Йорке или доказательством существования 
подковы Смейла. Однако, как следует из резуль-
татов автора и как продемонстрировано на много-
численных примерах в работах [7-10], существует 
один универсальный бифуркационный сценарий 
перехода к хаосу во всех без исключения системах 
нелинейных дифференциальных уравнений: авто-
номных и неавтономных, диссипативных и кон-
сервативных, обыкновенных, с частными произво-
дными и с запаздывающим аргументом. 

Это сценарий Фейгенбаума-Шарковско-
го-Магницкого, начинающийся каскадом бифур-

каций Фейгенбаума удвоения периода цикла или 
тора и продолжающийся субгармоническим каска-
дом бифуркаций Шарковского и гомоклиническим 
(или гетероклиническим) каскадом бифуркаций 
Магницкого. Все рождающиеся в ходе реализации 
такого сценария нерегулярные аттракторы являют-
ся исключительно сингулярными аттракторами, 
то есть непериодическими ограниченными почти 
устойчивыми траекториями в конечномерном или 
бесконечномерном фазовом пространстве, в лю-
бой окрестности которых содержится бесконеч-
ное число неустойчивых периодических траекто-
рий. При этом доказано, что любой сингулярный 
циклический аттрактор, порожденный ФШМ –  
каскадом бифуркаций сингулярного цикла, при-
надлежит замыканию его неустойчивого двумер-
ного инвариантного многообразия (сепаратрисной 
поверхности), являющегося бесконечно листным 
складчатым гетероклиническим сепаратрисным 
зигзагом, натянутым на сепаратрисное дерево (ли-
сты Мебиуса) каскада Фейгенбаума и следующих 
за ним каскадов бифуркаций [7-8]. Следовательно, 
на любом сингулярном аттракторе (почти устойчи-
вой непериодической траектории) старший харак-
теристический показатель Ляпунова равен нулю. 
Эффект положительности показателя Ляпунова 
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является исключительно следствием ошибок вы-
числений, так как из-за наличия всюду плотного 
множества непериодических и периодических не-
устойчивых траекторий численное движение воз-
можно только по всей области, в которой распо-
ложена траектория сингулярного аттрактора, а не 
по самой его траектории. Кроме того, численный 
показатель Ляпунова будет также положительным 
и при движении по устойчивой периодической 
траектории большого периода, находящейся в 
окрестности какого-либо сингулярного аттракто-
ра. Таким образом, ошибочно найденные числен-
но положительные показатели Ляпунова не явля-
ются характеристикой хаотического движения по 
«скрытому» аттрактору. Кроме того, доказано, что 
движение по сложному сингулярному аттрактору в 
окрестности петли сепаратрисы седло-фокуса или 
других гомоклинических и гетероклинических се-
паратрисных контуров не может быть описано ни 
подковой Смейла, ни даже бесконечным числом 
таких подков.

Целью настоящей статьи является показать, 
что «скрытый» аттрактор, рассмотренный в работе 
[3], также является обычным сложным сингуляр-
ным аттрактором, порожденным каскадом бифур-
каций по сценарию ФШМ.

1. Аналитическое исследование

Рассмотренная в работе [1] система диффе-
ренциальных уравнений имеет следующий вид:

 (1)

При этом «скрытый» аттрактор найден авто-
рами работы [3] в системе (1) при a = 4, b = 40, 
а якобы положительный показатель Ляпунова вы-
числен в MATLAB интегрированием уравнений 
системы методом Рунге-Кутта четвертого порядка, 
что, как отмечено выше, является абсолютно бес-
смысленной процедурой и не является характери-
стикой аттрактора. 

То, что система (1) должна иметь какой-либо 
аттрактор при всех a > 0, следует из ее диссипа-

тивности, так как для дивергенции ее правой части 
F(x, y, z, w) имеет место:

Обычно сложный сингулярный аттрактор 
рождается в результате ФШМ-каскада бифурка-
ций устойчивого цикла или тора, которые сами 
рождаются в результате одной или двух би-
фуркаций Андронова-Хопфа из первоначально 
устойчивой особой точки. Ясно, что этот сце-
нарий не проходит для системы (1), так как она 
вообще не имеет особых точек при b ≠ 0. В этом 
случае ее правые части не могут равняться нулю 
одновременно. Тем не менее численно покажем, 
что найденный в системе «скрытый» аттрактор 
также является сложным сингулярным аттракто-
ром ФШМ-каскадов бифуркаций по параметру  
a некоторых изначально устойчивых предельных 
циклов системы (1), не рожденных из особых то-
чек в результате бифуркаций Андронова-Хопфа, 
а рожденных в результате седло-узловых бифур-
каций.

2. Численный анализ

Исследование динамики решений системы 
(1) проведем численными методами при b = 40 и 
при уменьшении значений бифуркационного па-
раметра a < 15.5. Численный анализ показывает, 
что при a = 15.48 система имеет три устойчивых 
предельных цикла, на которые можно выйти ин-
тегрированием уравнений системы с различными 
начальными условиями. На рис. 1 показаны про-
екции этих циклов на плоскость (x, z). При умень-
шении параметра a центральный симметричный 
цикл претерпевает бифуркацию типа вилки, оста-
ваясь неустойчивым в системе. А с двумя родив-
шимися при этом устойчивыми предельными ци-
клами происходят каскады бифуркаций в полном 
соответствии с теорией ФШМ. Так, устойчивые 
циклы периода два наблюдаются при a = 13.5, пе-
риода четыре – при a = 13.37, периода восемь –  

Рис.1. Проекции на плоскость (x, z) устойчивых циклов системы (1) при a = 15.48
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при a = 13.36, первые сингулярные аттракто-
ры Фейгенбаума – при a = 13.34. Циклы периода 
три, завершающие субгармонические каскады 
бифуркаций Шарковского можно наблюдать при  
a = 12.71 (рис. 2,а,в).

Дальнейшее усложнение динамики решений 
системы происходит, как и в системе уравнений 
Лоренца, посредством слияния двух лент гетеро-
клинических сепаратрисных многообразий, со-
держащих все неустойчивые циклы, с появлением 
каскада бифуркаций гетероклинических циклов. 
Один из устойчивых гетероклинических циклов, 
найденный при a = 10.3, изображен на рис. 2,б.

При дальнейшем уменьшении значений па-
раметра a происходит рождение в результате сед-
ло-узловых бифуркаций новых устойчивых ци-
клов, найденных при a = 10.1 и показанных на рис. 
3. С циклами, изображенными на рис. 3а и рис. 3,г 
происходят бифуркации удвоения периодов при  
a = 9.95 и затем полные субгармонические каска-
ды бифуркаций Шарковского. Циклы, изображен-
ные на рис.3,б и рис.3,в остаются устойчивыми до  
a = 9.25, а затем также претерпевают полные суб-
гармонические каскады бифуркаций Шарковского.

На рис.4. показаны найденные при a = 8.767 
устойчивые циклы периодов три, завершающие 
субгармонические каскады бифуркаций Шарков-

ского, начало которым положено циклами, изобра-
женными на рис. 3,б и 3,в.

Таким образом, так называемый «скрытый» 
аттрактор, найденный в системе (1) при a = 4, яв-
ляется следствием нескольких бесконечных каска-
дов бифуркаций в соответствии с универсальным 
бифуркационным сценарием Фейгенбаума-Шар-
ковского-Магницкого при уменьшении значений 
бифуркационного параметра a. То есть «скры-
тый» аттрактор системы не является каким-то 
особенным видом нерегулярных аттракторов, но 
точно так же, как и в любых других трехмерных 
и многомерных нелинейных диссипативных си-
стемах дифференциальных уравнений, он явля-
ется одним из бесконечного числа сингулярных 
аттракторов системы. Так как все циклы, рожда-
ющиеся и становящиеся неустойчивыми на всех 
стадиях всех ФШМ-каскадов бифуркаций, не ис-
чезают, а остаются в системе, то сложность син-
гулярных аттракторов системы (1) существенно 
возрастает при уменьшении параметра a, а обла-
сти устойчивости рождающихся в результате сед-
ло-узловых бифуркаций новых устойчивых ци-
клов значительно уменьшаются, что существенно 
ограничивает возможность их численного нахож-
дения при . Хотя, несомненно, такие устой-
чивые циклы должны существовать и в интервале  

Рис. 3. Проекции на плоскость (x, z) устойчивых циклов системы (1) при a = 10.1 

Рис. 2. Проекции на плоскость (x, z) устойчивых циклов периода три каскадов Шарковского при  
a = 12.71 (а,в) и a = 10.3 (б)
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4 < a < 8.7. Симметричность «скрытого» аттрак-
тора относительно оси z и рождающихся на всех 
стадиях всех каскадов бифуркаций пар симметрич-
ных циклов вытекает из симметрии уравнений си-
стемы (1): x → –x, y → –y, z → –z, w → –w.

Заключение

В работе проведено численное исследова-
ние природы «скрытых» аттракторов нелиней-
ных автономных систем дифференциальных 
уравнений на примере нерегулярного аттрактора 
системы (1). Показано, что переход к аттракто-
ру в данной нелинейной системе дифференци-
альных уравнений происходит, как и в любых 
других нелинейных хаотических системах диф-
ференциальных уравнений, в соответствии с 
универсальным бифуркационным сценарием 
Фейгенбаума-Шарковского-Магницкого. При 
этом, вследствие отсутствия особых точек и, 
следовательно, гомоклинических и гетероклини-
ческих сепаратрисных контуров, в системе ре-
ализуется несколько неполных ФШМ-каскадов 
бифуркаций, формирующих бесконечно листную 
поверхность двумерного гетероклиничнеского 
сепаратрисного многообразия (сепаратрисного 
зигзага), содержащего как все сингулярные ат-
тракторы системы, так и все ее неустойчивые 
предельные циклы. Старший характеристиче-
ский показатель Ляпунова на любом сингуляр-
ном аттракторе системы является нулевым, а его 
найденные численно положительные значения 
лишь результатом ошибок вычислений.
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separatrix manifold (separatrix zigzag) containing both all singular attractors of the system and all its unstable 
limit cycles.
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