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Введение
ARIMA (p, d, q) – GARCH (r, g) (AutoRegressive 

Integrated Moving Average – Generalized 
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) мо-
дель является комбинацией двух популярных ста-
тистических моделей – ARIMA и GARCH. Она 
используется для анализа и прогнозирования 
временных рядов, в основном, в финансовой эко-
номике. Ее широкое применение в современных 
методах описания ценовой динамики связано с 
несколькими ключевыми факторами. Прежде все-
го, ценообразование производных финансовых 
инструментов, таких как опционы или фьючер-
сы, тесно связано с двумя основными аспектами: 
направлением изменения базового актива и его 
волатильностью. ARIMA-GARCH модель предо-
ставляет инструменты для анализа и прогнозиро-
вания обоих факторов. Авторегрессионная (AR) и 
скользящая средняя (MA) компоненты ARIMA-мо-
дели позволяют учесть тренды и особенности це-
нового движения базового актива. В то же время, 

GARCH-модель учитывает изменчивость и вола-
тильность, которые могут существенно влиять на 
цены производных инструментов. Использование 
ARIMA-GARCH модели в различных методиках 
получения риск-нейтральных динамик цен от-
крывает широкие возможности для анализа без-
арбитражных стратегий и оценки производных 
финансовых инструментов [3, 4]. Модель ARIMA –  
GARCH имеет следующий вид:

где
•	 �p – порядок авторегрессии, r – порядок ARCH 

членов,  – ARIMA часть модели;
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•	 q – порядок скользящего среднего, g – порядок 
GARCH членов,  – GARCH часть модели;
•	 d – порядок разности временного ряда;
•	  – параметры модели.

Безарбитражность рынка является ключевым 
концептом в финансовой экономике. Безарбитраж-
ность означает отсутствие возможности получения 
безрисковой прибыли путем использования несо-
вершенств или неэффективностей рынка. Рынок 
считается безарбитражным если не существует та-
ких торговых стратегий, которые гарантированно 
приносят прибыль без какого-либо риска. Условие 
безарбитражности формализуется через понятие 
мартингальных мер. Мартингальная мера (  – это 
вероятностная мера, при которой дисконтирован-
ные цены активов (последовательность  пред-
ставляют собой мартингалы, то есть математическое 
ожидание будущих цен равно текущим ценам. Здесь 

 – дисконтированные цены активов 
(r – безрисковая процентная ставка). Если на рынке 
существует мартингальная мера, эквивалентная ис-
ходной (основной) мере вероятности ( , то рынок 
безарбитражен, так как отсутствуют возможности 
для получения безрисковой прибыли. Однако в слу-
чае неполного рынка, когда доступны не все активы 
или инструменты, безарбитражность может быть 
определена иначе. В таких условиях безарбитраж-
ность рынка равносильна существованию несколь-
ких эквивалентных мартингальных мер, при которых 
цены активов представляют собой мартингалы. На 
неполном рынке может существовать неопределен-
ность в оценке риска и доходности активов, и раз-
личные мартингальные меры могут представлять 
различные взгляды на будущую динамику цен.

Одним из подходов к получению мартин-
гальной меры из физической для неполного рынка 
является использование расширенного принципа 
Гирсанова [5]. В этом случае мартингальная мера 
получается естественным путем как мера, кото-
рая обеспечивает минимум квадрата скорректиро-
ванных на риск затрат хеджирования опционного 
контракта. Формально задачу поиска такой меры 
можно представить в следующем виде.

Найти стратегию хеджирования 
, где  – количество единиц 

базового актива , которое агент динамически меня-
ет каждый день (затрачивая на это капитал в разме-
ре ), реализующая

что соответствует выбору замены меры с плотно-
стью (доказательство приведено в статье Elliott R. 
J., Madan D. B. “A discrete time equivalent martingale 
measure” [5]):

,

где
• �   – фильтрация вероятностного простран-

ства ;
• �   – мартингальный случай-

ный процесс);
• �   – дисконтированные цены базо-

вых активов (r – безрисковая процентная став-
ка);

• �   – условная плотность распределения 
случайного процесса ;

• �  .

При этом динамика дисконтированных 
цен базовых активов задается уравнением 

. Полученный выше случайный 
процесс  является производной Радона-Никоди-
ма и позволяет совершать переход от физической 
меры к риск-нейтральной.

Для обеспечения стационарности модели-
руемого ряда в финансовой математике принято 
рассматривать логарифмическую доходность цен 
базовых активов . Тогда переход к 
мартингальной мере можно осуществить через 
условную плотность распределения  случай-
ного процесса :

.

Здесь значение производящей функции момен-
тов в точке один  следует из , где 

Как известно, для тяжелохвостных распре-
делений не существует производящей функции 
моментов в точках отличных от нуля [6, 7], поэ-
тому оценить  не представляется воз-
можным. Для решения этой проблемы в статье [1] 
было предложено моделировать относительные  
 
приращения цены базовых активов   
 
(модификация расширенного принципа Гирсано-
ва), тогда ARIMA (  – GARCH (  случайный 
процесс [8,9]  по мар-
тингальной мере будет иметь следующий вид (p – 
количество начислений риск-нейтральной ставки 
за год):



23Труды ИСА РАН. Том 73. 3/2023

Приближение Гирсановской меры с логарифмической доходностью в случае тяжелохвостных распределений

 
В статье [2] показано, что данный подход 

дает хорошие результаты для задачи оценивания 
справедливой стоимости опционных контрактов. 
Однако может возникнуть прикладная задача, где в 
качестве объекта моделирования необходимо рас-
сматривать логарифмическую доходность, которая 
в случае тяжелохвостных распределений не дает 
возможности применить расширенный принцип 
Гирсанова. В данной статье рассматривается по-
иск мартингальной меры с использованием первых 
членов разложения логарифмической доходности 
в ряд Тейлора.

Статья построена следующим образом. В Раз-
деле 1 рассматривается подход к обобщению мо-
дификации расширенного принципа Гирсанова и 
доказываются основные теоремы, необходимые для 
перехода от физической меры к мартингальной. В 
Разделе 2 показаны частные случаи приближений 
логарифмической доходности.

1. Обобщение модификации расширенного 
принципа Гирсанова

Согласно второму замечательному пределу 
 

, тогда, если в  
 
качестве моделируемой величины рассматривать  
 

, то по мере роста n (где n –  
 
степень приближения), величина  будет стре-
миться к логарифмической доходности . Вы-
бор  в качестве моделируемого объекта явля-

ется обобщением модификации расширенного 
принципа Гирсанова [1], т.к. при n = 1, мы по-
лучим линейную доходность, а по мере роста n 
мы будем приближаться к логарифмической до-
ходности.

Рассматриваемые доходности  и  при ис-
пользовании одной модели могут по-разному опи-
сывать динамику отношения цен базовых активов 
(т.к. оцененные параметры модели могут отличать-
ся), что, в свою очередь, даст разные мартингаль-
ные меры. Эти меры будут приблизительно обе-
спечивать минимум квадрата скорректированных 
на риск затрат хеджирования портфеля активов. 
Данное приближение будет стремиться к истинно-
му минимуму по мере приближения построенной 
физической меры к истинной мере отношения цен 
базовых активов.

Теорема 1. Случайный процесс , выражен-
ный через условную плотность распределения  
случайного процесса , можно представить через 
условную плотность распределения  по филь-
трации  случайного процесса :

Представим выражение для  через 
условную плотность распределения :
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Проделаем аналогичные преобразования для знаменателя :

Окончательно получим:

Теорема 2. Случайный процесс , где , , описы-
ваемый ARIMA-GARCH моделью по физической мере, при переходе к мартингальной мере будет иметь 
следующий вид:

Найдем условное математическое ожидание по мартингальной мере:
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сделаем замену , тогда , 

Найдем условное математическое ожидание квадрата  по мартингальной мере:

Возведем  в квадрат:

Окончательно получим выражение для условной дисперсии:
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Случайный процесс  в новой мере будет иметь вид:

2. Частные случаи приближения 
мартингальной меры, полученной при 
помощи логарифмической доходности

Акцентируем внимание, что полученные выше 
результаты являются приближениями экспоненты 
(логарифмической доходности) допредельным вы-
ражением с разными степенями. Рассмотрим част-
ные случаи применения Теоремы 2 для первого, 
второго и четвертого приближений (первое прибли-
жение рассматривается как случай линейной до-
ходности, а второе и четвертое - с целью получить 
меру для базовых активов, которые не могут иметь 
отрицательные значения) случайного процесса ло-
гарифмической доходности . В случае четвер-
того приближения логарифмической доходности 
вид ARIMA-GARCH процесса по мартингальной 
мере  зависит от выбора распределения ошибки. 
В рамках данной статьи рассмотрено распределе-
ние  Джонсона. Оно представляет собой гибкое 
и универсальное распределение, которое может 
быть использовано для моделирования цен в рамках 
ARIMA-GARCH случайного процесса с нелиней-
ной зависимостью и тяжелыми хвостами [10, 11]. 
Распределение является нелинейным преобразова-
нием нормально распределенной случайной вели-
чины :

где параметр сдвига местополо-
жения, параметр масштабирования, 

параметр асимметрии,  
показатель эксцесса. 

Функция плотности распределения  Джон-
сона имеет следующий вид:

Следствие 1. В линейном приближении случай-
ный процесс логарифмической доходности , описы-
ваемый процессом ARIMA-GARCH, имеет следую-
щее представление по мартингальной мере :

По Теореме 2 получим выражение для  при 
n = 1:

.

Тогда

Если процентная ставка базовых акти-
вов начисляется не непрерывно, а p раз в год, 
то вместо выражения  мы получим  
 

, тогда вместо  будем иметь  
 

. В этом случае процесс  будет описы- 
 
ваться следующим выражением:

Таким образом в линейном приближении ло-
гарифмической доходности выражение будет со-
впадать с полученным в статье [1].

Следствие 2. Во втором приближении лога-
рифмическая доходность, описываемая процессом 
ARIMA-GARCH, имеет следующее представление 
по мартингальной мере :

По Теореме 2 получим выражение для  при 
n = 2:

Так как , получим
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тогда

Во втором приближении логарифмическая 
доходность обеспечивает свойство неотрицатель-
ности цен базовых активов. Данное свойство будет 
сохраняться для четных степеней приближения. 
Что касается остальных свойств логарифмической 
доходности, то они будут утрачиваться по мере 
роста разброса отношения цен базовых активов 
относительно единицы. В этом случае необходи-
мо более точное приближение логарифмической 
доходности.

Следствие 3. В четвертом приближении ло-
гарифмическая доходность, описываемая процес-
сом ARIMA-GARCH с ошибками, распределен-
ными по закону  Джонсона, имеет следующее 
представление по мартингальной мере :

где
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• 

По Теореме 2 получим выражение для  при 
n = 4

.

Необходимо найти моменты третьего и чет-
вертого порядка, при этом учтем, что 

;

Введем обозначение , 
тогда получим:

Для четвертого момента

Введем также обозначение для четвертого мо-
мента , тогда получим для него 
следующее выражение:

Далее необходимо найти коэффициенты асим-
метрии  и эксцесса  для случайного про-
цесса . Для этого необходимо найти плотность 
распределения , зная плотность распределения 
ошибки ARIMA-GARCH случайного процесса ,  
где они репараметризованны так, чтобы их среднее 
было нулевым, а дисперсия была равна единице. 
Известно, что , тогда
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Далее найдем плотность распределения слу-
чайного процесса . Для этого заметим, что ошиб- 
 
ку  можно выразить через , 

, . 

Тогда

Сравнивая плотности  и  по-
лучим, что распределение случайного процесса 

 имеет распределение  Джонсона со следую-
щими параметрами: . Из 
полученной формулы плотности распределения 

 легко получить выражения для коэффициентов 
асимметрии  и эксцесса .

Из Следствий 1, 2 видно, что для первых 
двух приближений логарифмической доходности 
общий вид риск-нейтральных случайных процес-
сов не будет зависеть от распределения случай-
ной ошибки. Процессы будут отличаться лишь 
оцененными параметрами  и . Общий вид 
риск-нейтрального случайного процесса начина-
ет меняться для разных плотностей, если лога-
рифмическая доходность рассматривается в бо-
лее высоких приближениях. В этом случае. при 
переходе к мартингальной мере нужно учитывать 
моменты выше второго порядка, которые для 
ARIMA-GARCH модели будут зависеть от плот-
ности распределения ошибки.

Заключение

В статье рассмотрена задача приближения ло-
гарифмической доходности при получении мартин-
гальной меры в расширенном принципе Гирсанова 
в случае тяжелохвостных распределений. При вы-
бранном подходе все предпосылки расширенного 
принципа Гирсанова сохраняются, поэтому полу-
ченная мера является мартингальной. Стоит отдель-
но отметить, что вне зависимости от того, какая 
доходность (линейная, логарифмическая) выбрана 
для моделирования случайным ARIMA-GARCH 

процессом, условие минимума квадрата скорректи-
рованных на риск затрат хеджирования опционного 
контракта будет обеспечиваться со статистической 
погрешностью, зависящей от корректности подо-
бранной модели динамики отношения цен базовых 
активов опционного контракта. В статье получено 
семейство мартингальных мер, каждая из которых 
соответствует степени приближения мартингальной 
меры, соответствующей логарифмической доход-
ности, которая для тяжелохвостных распределений 
отсутствует. Выбирая из приближений логарифми-
ческой доходности то, которое наилучшим образом 
описывает ARIMA-GARCH процессом динамику 
отношения цены базового актива, можно получить 
соответствующую мартингальную меру, обеспечи-
вающую наиболее близкое к минимуму значение 
квадрата скорректированных на риск затрат хеджи-
рования опционного контракта.

Первым результатом статьи является дока-
зательство теоремы, с помощью которой мож-
но выполнить переход от физической вероят-
ностной меры к мартингальной через условную 
плотность распределения  по фильтрации 

 случайного процесса . Так как для моде-
лирования случайного процесса  была выбра-
на ARIMA-GARCH модель, то вторая теорема 
описывает как меняются параметры ARIMA-
GARCH модели при переходе к мартингальной 
вероятностной мере.

Вторым результатом работы является полу-
чение трех мер из семейства мартингальных мер, 
описанных в Теореме 1. Данные меры соответству-
ют приближению первого, второго и четвертого 
порядков мартингальной меры, полученной при 
использовании логарифмической доходности цен 
базовых активов.
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Approximation of Girsanov’s measure with logarithmic returns  
in the case of heavy-tailed distributions
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Abstract. The article is devoted to further development of the topic of applying the extended Girsanov principle 
for heavy-tailed distributions. The extended Girsanov principle involves finding the conditional mathematical 
expectation of the ratio of prices of underlying assets of option contracts at the current time to prices of underlying 
assets at the previous time. To do this, it is necessary to choose an appropriate model that will best describe the 
dynamics of this price ratio. The linear return or logarithmic return is typically used as the modeling object. In 
the case of linear returns, the risk-neutral dynamics for the heavy-tailed distribution (Su Johnson) was obtained 
in [1]. In [2], the effectiveness of the found martingale measure was demonstrated in the example of option 
contract valuation. However, there may be a need to use logarithmic returns, which have several useful properties 
(non-negativity of underlying asset prices, symmetry with respect to price increases and decreases). This article 
derives the martingale measure for the case where the approximation of logarithmic returns is considered. In the 
simplest case, the approximation coincides with linear returns, and as the degree of approximation increases, it 
approaches logarithmic returns.
Keywords: Approximation of Girsanov measure with logarithmic returns in the case of heavy-tailed distributions.
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