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Введение

Графовые модели в настоящее время ис-
пользуются очень активно при моделировании 
различных объектов. При этом возникает задача 
сравнения двух графовых моделей. Существуют 
различные метрики для определения расстояния 
(сходства) между ними [1]. Однако получив зна-
чения расстояния, невозможно его оценить по 
критерию «далеко-близко». Для этого требуется 
оценка частоты его встречаемости между пара-
ми графовых моделей. Решение данной пробле-
мы позволит ответить на вопрос о том, является 
ли отличие между графовыми моделями суще-
ственным или возникшим случайным образом. 
Одним из методов получения такой оценки яв-
ляется поиск всевозможных числовых значений 
расстояний между двумя графовыми моделями. 
При этом большим расстоянием будем называть 
такое, равное которому и больше которого встре-
чаются редко. С другой стороны, графовые моде-
ли можно называть похожими, если расстояние, 
меньшее расстоянию между этими моделями, 
встречается редко. В данной статье развивается 

подход, основанный на вероятностной модели 
генерации объектов, между которыми находится 
расстояние, ранее описанный в работах [2–4].

Одним из возможных вариантов применения 
подобных расстояний является задача стилистиче-
ской диагностики (подробнее об этом в [1]). На-
пример, для представления синтаксической струк-
туры текста используются так называемые деревья 
зависимостей (деревья подчинения) и деревья со-
ставляющих, сравнивая которые мы можем опре-
делить сходство или различие сюжетов. Это тре-
буется, например, для решения задачи атрибуции, 
в частности, плагиата. Другим важным вариантом 
применения анализа расстояний является сравне-
ние классификации текстов, полученных с разным 
набором признаков. Это позволяет выявить наибо-
лее информативные признаки.

Остановимся более подробно на деревьях 
зависимостей в терминах работы [5]. Если P – ко-
нечное линейно упорядоченное множество, то вся-
кое дерево D, для которого P служит множеством 
узлов, называется деревом синтаксического под-
чинения на P. Если P – это множество точек не-
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которой цепочки x, говорят, что D – дерево синтак-
сического подчинения для x. Дерево зависимостей 
< P; > для цепочки x называется проективным, 
если для любых трех его узлов  ,,  цепочки x 
из того, что    и   лежит между   и  , 
следует, что   зависит от .  Дерево зависимо-
стей < P; > называется слабо проективным, если 
для любых его четырех узлов  ,,,  цепочки 
x из того, что    и    следует, что пары 

 ,  и  ,  не разделяют друг друга. При изобра-
жении деревьев зависимостей слабая проектив-
ность означает возможность провести ребра так, 
чтобы никакие два из них не пересекались.

В качестве примера рассмотрим дерево за-
висимостей, построенное на основе текстового 
фрагмента из творчества Ф. М. Достоевского 
(роман «Идиот»): «Мы уже сказали сейчас что 
сам генерал хотя был человек и не очень обра-
зованный, а, напротив, как он сам выражался о 
себе, «человек самоучный», но был, однакоже, 
опытным супругом и ловким отцом» [6]. При 
этом нумерация вершин дерева соответству-
ет порядку появления соответствующих слов в 
тексте (рис. 1): первая вершина – первому сло-
ву, вторая вершина – второму слову и т. д. В [6] 
показано, как с помощью деревьев зависимостей 
и вычисленных на их основе диагностических 
параметров можно распознать индивидуальный 
стиль таких известных писателей, как Ф. М. До-
стоевский, А. П. Чехов, М. А. Шолохов, Л. Н. 
Толстой и др. Говоря о перспективах подобных 
исследований И. П. Севбо отмечает, что с помо-
щью теоретико-графовых моделей важно иссле-
довать «многообразие деревьев зависимостей в 
однородном тексте (перечень типов структур)», 
«закономерности чередования структур, следу-
ющих друг за другом в связном тексте» и пр. В 
этом случае можно поставить задачу исследова-
ния расстояний между деревьями с упорядочен-
ными вершинами.

В работе предлагается способ построения 
количественных оценок для понятий «редко» и 
«часто» на основе вероятностного распределения 
значений мер близости.

1. Метрики на множестве графов

Рассмотрим расстояния на множестве графов, 
которые позволяют оценить насколько те или иные 
структуры «похожи» друг на друга. Как правило, 
эта мера выражает степень неточностей, которые 
возникают при нахождении изоморфизма графов 
или подграфов. Одним из способов оценки воз-
можных ошибок сравнения является максималь-

ный общий подграф  Очевидно, что 
чем больше похожи iG  и jG , тем больше их мак-
симальный общий подграф. 

В табл. 1 представлен ряд мер (см. [1] и [7]), 
которых объединяет понятие максимального обще-
го подграфа (здесь G  – число вершин графа G ). 
Рассмотрим подробнее расстояние:

)
),('

(min1),( ),min(

,...,1 i
fgmcs

FGd imi

ki
 . 

Здесь для двух помеченных графов G = (V1, E1), 
F = (V2, E2) максимальным общим индуцирован-
ным помеченным подграфом ),(' FGmcs  (MCILS, 
maximum common induced labeled subgraph) графов 
G и F назовем граф ),(),(' EVFGmcs   с макси-
мальным числом вершин, такой, что V ⊂ V1, V ⊂ V2 
и ),(' FGmcs  изоморфен подграфам графов G и 
F, индуцированным подмножеством вершин V.

При подсчете d учитывается упорядочен-
ность (нумерация) вершин (пусть для определен-
ности число вершин в графах m меньше k, где 
|G|=m, |F|=k). Здесь граф gi является подграфом 
G, который содержит вершины с номерами от 1 
до i и все ребра G, инцидентные этим вершинам 
(аналогично определяются графы fi). Эта функция 

Ðèñ. 1. Äåðåâî çàâèñèìîñòåé (Ô. Ì. Äîñòîåâñêèé, 
ôðàãìåíò ðîìàíà «Èäèîò»)
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удовлетворяет всем свойствам метрики (неотрица-
тельность, тождественность, симметричность, не-
равенство треугольника).

В качестве примера рассмотрим три дерева, 
изображенные на рис. 2. Для графов G1 и G2 мак-
симальный общий подграф изоморфен первому 
графу G1 (аналогично для пары G1 и G3). Для пары 
G2 и G3 максимальный общий подграф также будет 
изоморфен графу G1. Однако меры принимают раз-
личные значения (табл. 2).

Ðèñ. 2. Òðè äåðåâà

Для того чтобы в табл. 2 подсчитать расстояния 
d4 требуется поставить в соответствие каждой вер-
шине ее порядковый номер. Предположим, номер 
вершины vi совпадает с i. Тогда построим цепочки 
порождающих графов для Gi (в качестве примера 
на рис. 3 показана такая цепочка для G1) и найдем 
число вершин в соответствующих максимальных 
общих подграфах. Затем подставив в формулу для 
подсчета d4, найдем значения метрики.

Ðèñ. 3. Ïîäãðàôû g
i
 ãðàôà G
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Òàáë. 1
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Далее исследуем данную метрику более под-
робно на конечных деревьях с не более чем задан-
ным числом вершин.

2. Алгоритмы подсчета расстояния 
на множестве графов

Опишем два алгоритма, которые позволяют 
рассчитать функцию распределения значений ме-
трики на конечных деревьях с не более чем задан-
ным числом вершин.

Первый алгоритм является точным, в нем 
перебираются все пары деревьев с не более чем 
N вершинами. Для каждой пары рассчитается 
значение метрики и строится функция распреде-
ления. Второй алгоритм – приближенный, в нем 
рассчитывается эмпирическая функция распреде-
ления путем перебора пар псевдослучайных де-
ревьев и применением эвристического метода для 
расчета метрики.

Первый алгоритм (полный перебор всех пар 
деревьев). Деревья представляются при помощи 
кода Прюфера [8], который взаимно однозначно 
сопоставляет деревьям с n помеченными верши-
нами размещения с повторениями из n по (n-2). 
Известен метод, который для каждого кода дерева 
строит множество его ребер.

Таким образом, для генерации всех деревь-
ев с не более чем N вершинами необходимо для 
каждого n = 1,...,N перебирать все размещения 
с повторениями из n по (n–2) и для каждого 
размещения получать множество ребер дере-
ва. Обозначим такой алгоритм генерации через 
Generate (N). Каждый вызов такого алгоритма 
возвращает множество ребер очередного дере-
ва. Рассмотрим алгоритм, в котором сгенериро-
ванные множества ребер всех деревьев запоми-
наются в массиве tree:

Generate_Trees(N)
Âõîä: ÷èñëî âåðøèí â äåðåâå N
Âûõîä: ìíîæåñòâî äåðåâüåâ tree è èõ 

÷èñëî M
M = 0
foreach E in Generate (N)
 M = M + 1
 tree[M] = E
return tree, M

Далее для каждой пары различных деревьев 
ищутся максимальные общие индуцированные 
помеченные подграфы порождающих подграфов. 
Пусть T = (V, E) - помеченное дерево, V={1,...,N}. 

Порождающим подграфом T(i) назовем подграф 
дерева T, индуцированный подмножеством вер-
шин {1,...,i}.

Пусть G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) – два поме-
ченных графа. Назовем модулярным пересечением 
двух помеченных графов G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) 
граф G = (V, E) такой, что

V = V1 ∩ V2 и (v1, v2) ∈ E ⇔ (v1, v2) ∈ E1 и (v1, v2) ∈ E2 
или (v1, v2) ∉ E1 и (v1, v2) ∉ E2.

Для поиска MCILS при помощи алгоритма 
Брона – Кербоша [9] ищется максимальная кли-
ка в модулярном пересечении графов. Обозначим 
алгоритм поиска максимальной клики через Bron_
Kerbosh (G). На входе граф G, на выходе – число 
вершин в максимальной клике.

Приведем псевдокод алгоритма построения 
модулярного пересечения подграфов из двух цепо-
чек порождающих подграфов.

MPG (E
1
, E

2
, n)

Âõîä: ìíîæåñòâà ðåáåð ïåðâîãî è âòî-
ðîãî äåðåâà E

1
, E

2
, ìàêñèìàëüíûé èñïîëüçó-

åìûé íîìåð âåðøèí n
Âûõîä: ìíîæåñòâî ðåáåð ìîäóëÿðíîãî 

ïðîèçâåäåíèÿ E
E = 0
for v

1
 = 1 to n

 for v
2
 = 1 to n

  if (v
1
, v

2
) in E

1
 = (v

1
, v

2
) in E

2
 

then
   add (E, (v

1
, v

2
))

Приведем псевдокод алгоритма расчета ме-
трики для двух деревьев.

Metric (E
1
, E

2
)

Âõîä: ìíîæåñòâà ðåáåð ïåðâîãî è âòî-
ðîãî äåðåâüåâ E

1
, E

2

Âûõîä: çíà÷åíèå ìåòðèêè
m

1
 = ÷èñëî âåðøèí ïåðâîãî ãðàôà

m
2
 = ÷èñëî âåðøèí âòîðîãî ãðàôà

k = max(m
1
, m

2
)

d = 1
for i = 1 to k
 G = MPG (E

1
, E

2
, i)

 c = Bron_Kerbosh (G)
 d = min(d, c / i)
return 1-d

Подсчет статистики для значений метрики 
осуществляется следующим образом (M – число 
всех деревьев, полученных процедурой Generate_
Trees):
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for i = 1 to M - 1
 for j = i + 1 to M
  d = Metric (tree[i], tree[j])
  count[d] = count[d] + 1

Здесь count[d] равно числу пар деревьев, зна-
чение метрики между которыми равно d.

Второй алгоритм (эвристический). Так как 
полный перебор работает очень долго, предла-
гается следующий приближенный метод сбора 
статистики с помощью имитационного моде-
лирования. Перебирается заданное число пар 
псевдослучайных деревьев. Каждое дерево по-
лучается из псевдослучайно полученного кода 
Прюфера. При этом строится псевдослучайное 
размещение с повторениями (массив из n–2 эле-
ментов заполнятся псевдослучайными целыми 
числами из интервала от 1 до n). Для получен-
ной пары деревьев применяется приближенный 
алгоритм расчета метрики. Здесь при поиске 
максимальной клики в модулярном пересече-
нии применяется следующий эвристический 
алгоритм. На первом шаге ищется вершина u с 
максимальной степенью и формируется множе-
ство U={u}. Далее на каждом шаге среди вершин 
V \ U ищется вершина с максимальной степе-
нью, смежная со всеми вершинами множества 
U. Если такой вершины нет, то алгоритм завер-
шает работу. Если такая вершина найдена, то она 
добавляется в множество U и делается переход 
на следующий шаг. Отметим, что задача о клике 
относится к классу NP-полных задач. Как и для 
других NP-полных задач, эффективного алгорит-
ма для поиска клики достаточно большого раз-
мера на данный момент не найдено.

3. Анализ статистики расстояний

Рассмотрим возможные значения расстоя-
ний для деревьев с заданным числом вершин n. 
В табл. 3,4 приведены значения расстояний меж-
ду возможными парами деревьев. Из табл. 3 вид-
но, что при малых n значение метрики не пре-
восходит 0,5. Однако при больших n ситуация 
меняется. Как видно из табл. 4, среднее значение 
метрики слабо растет и стабилизируется в точ-
ке 0,587. 90%-ный диапазон значений метрики 
сужается с ростом n и является более островер-
шинным по сравнению с нормальным законом. 
Коэффициент асимметрии – отрицательный и 
приближается к нулю с ростом n. Как видно из 
рис. 4, распределение значений расстояний явля-
ется мультимодальным. С ростом n количество 
мод растет. Попытка аппроксимации распределе-

ния расстояний с помощью нормального закона 
при n=100 закончилась неудачей. Соответствую-
щая гипотеза была отвергнута с помощью крите-
рия Пирсона на уровне значимости 0,1.

Последние 4 столбца табл. 4 позволяют оце-
нить редкие расстояния. Значения, приведенные 
в этих столбцах, можно назвать критическими. 
Если будем считать, что близких объектов не 
более 10% среди всех, то используя столбец 5, 
получим при n=10, что маленьким расстоянием 
будем считать любое расстояние меньшее 0,453. 
Можно заметить, что критическое значение дли-
ны маленького расстояния растет с ростом n, от 
0,453 (n=10) до 0,561 (n=100). Аналогично опре-
деляются аномально большие расстояния. Рас-
стояния между критическими значениями (при 
n=10 от 0,453 до 0,625) можно считать часто 
встречающимися.

Òàáë. 3

Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ìåòðèêè äëÿ ïàð 
äåðåâüåâ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà âåðøèí n

Çíà÷åíèå ìåòðèêè 

d

Äîëÿ ãðàôîâ ïàð ãðàôîâ, 

ñî çíà÷åíèåì ìåòðèêè íå 

áîëüøå, ÷åì d

n = 3

0 0,333

0,5 1

n = 4

0 0,125

0,25 0,208

0,33 0,467

0,5 1

n = 5

0 0,036

0,2 0,068

0,25 0,214

0,33 0,485

0,4 0,5

0,5 1

n = 6

0 0,007

0,167 0,018

0,2 0,064

0,25 0,211

0,33 0,517

0,4 0,532

0,5 1
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В качестве примера в табл. 5 представлена 
матрица расстояний между графами фрагментов 
фольклорных и литературных текстов (описание 
в [5 и 6]). Первый фрагмент Ф.М. Достоевского 
(см. рисунок во введении, число вершин n=34), 
автор второго фрагмента М.Ю.Лермонтов (n=19), 
третьего фрагмента – А. С. Пушкин (n=21), чет-
вертый фрагмент взят из Голубиной книги (n=29), 
пятый – из былины «Илья Муромец» (n=20). 
Шестой и седьмой фрагменты принадлежат Ф. 

М. Достоевскому (n=22, 27, 41 соответственно). 
Анализируя табл. 5, можно заметить, что в ней са-
мое маленькое расстояние 0,429, а самое большое 
0,732. Это согласуется с проведенными экспери-
ментами.  Для более детального объяснения раз-
личий между графами требуется помощь специа-
листов-филологов.

Заключение

В основе предложенной математической моде-
ли лежит идея генерации графов с упорядоченными 
вершинами, между которыми находится расстояние. 
Были реализованы два алгоритма: эвристический и 
полный перебор с заданными условиями (при этом 
деревья представлялись при помощи кода Прюфе-
ра). При малом числе вершин n значение метрики 
не превосходит 0,5. При больших n среднее значе-
ние метрики слабо растет и стабилизируется в точ-
ке 0,587. Гипотеза о соответствии распределения 
нормальному закону при n=100 была отвергнута на 
уровне значимости 0,1. В дальнейшем данный под-
ход можно применить при исследовании других ме-
трик и подмножеств графов.

Òàáë. 4

Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ìåòðèêè äëÿ ïàð äåðåâüåâ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà âåðøèí n

1. Ê-âî 

âåðøèí

2. Ñðåäíåå 

çíà÷åíèå

 3. Êîýô-

ôèöèåíò 

àñèììå-

òðèè 

4. Äëèíà ìà-

ëûõ ðàññòîÿ-

íèé ñ îáùèì 

êîëè÷åñòâîì 

ìåíüøèì 5 % 

ìåíüøå

5. Äëèíà ìàëûõ 

ðàññòîÿíèé ñ 

îáùèì êîëè÷å-

ñòâîì ìåíüøèì 

10 % ìåíüøå

6. Äëèíà áîëü-

øèõ ðàññòîÿíèé 

ñ îáùèì êîëè÷å-

ñòâîì ìåíüøèì 

10 % áîëüøå

7. Äëèíà áîëü-

øèõ ðàññòîÿ-

íèé ñ îáùèì 

êîëè÷åñòâîì 

ìåíüøèì 5 % 

áîëüøå

10 0,562 –0,317 0,440 0,453 0,625 0,652

15 0,575 –0,255 0,469 0,495 0,638 0,649

20 0,579 –0,230 0,486 0,509 0,630 0,648

30 0,583 –0,187 0,530 0,533 0,632 0,633

40 0,585 –0,139 0,531 0,549 0,623 0,627

50 0,586 –0,133 0,540 0,553 0,619 0,624

75 0,587 –0,103 0,548 0,560 0,613 0,621

100 0,587 –0,085 0,556 0,561 0,610 0,616

 Òàáë. 5

Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé ìåæäó ãðàôàìè ôðàãìåíòîâ ôîëüêëîðíûõ è ëèòåðàòóðíûõ òåêñòîâ.

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0,676 0,667 0,588 0,706 0,667 0,618 0,585

2 0,676 0 0,667 0,552 0,5 0,667 0,63 0,732

3 0,667 0,667 0 0,552 0,429 0,5 0,556 0,683

4 0,588 0,552 0,552 0 0,655 0,552 0,667 0,61

5 0,706 0,5 0,429 0,655 0 0,6 0,571 0,707

6 0,667 0,667 0,5 0,552 0,6 0 0,556 0,732

7 0,618 0,63 0,556 0,667 0,571 0,556 0 0,667

8 0,585 0,732 0,683 0,61 0,707 0,732 0,667 0

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò ðàññòîÿíèé 
äëÿ n=50
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Research of the distribution of distances between graphs with ordered vertices
A.A. Rogov, N.D. Moskin, R.V. Voronov, K.A. Kulakov

Petrozavodsk State University, Petrozavodsk, Russia

Abstract. The article develops an approach based on a probabilistic model of generating objects with a distance 
between them. The distribution of distances between graphs with ordered vertices based on the maximum 
common is considered. One of the possible applications of such distances is the task of stylistic diagnostics 
of texts. Two algorithms for calculating distances on a set of graphs are presented. One of them consists of 
generating and exhaustively enumerating all pairs of trees, the second is heuristic. This is an approximate 
method of collecting statistics, where a given number of pairs of pseudo-random trees are iterated, since a 
complete search can take a long time. Using these algorithms, distance matrices between trees with a small and 
large number of vertices n were found. The experimental results showed that for small n the metric value does 
not exceed 0,5. For large n the average value of the metric grows slightly and stabilizes at the point 0,587. The 
hypothesis that the distribution corresponds to the normal law for n=100 was rejected using the Pearson test at 
a signifi cance level of 0,1.
Keywords: graph, comparison, metric, maximum common subgraph, vertex ordering.
DOI: 10.14357/20790279240307   EDN: NCISUO
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