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Введение
Задача классификации по прецедентам явля-

ется одной из наиболее актуальных решений ин-
теллектуального анализа данных [1]. Важность 
задачи обусловлена большим числом приложений 
в различных прикладных областях. Существенным 
преимуществом логического подхода к классифи-
кации является возможность получения результа-
тов в тех случаях, когда формирование большого 
числа прецедентов требует дорогостоящих и тру-
доемких работ или, в принципе, невозможно. На-
пример, такая ситуация имеет место в задачах про-
гнозирования месторождений редких ископаемых 
и свойств твердых сплавов. Важной отличитель-
ной особенностью логических методов классифи-
кации является их высокая интерпретируемость. 
В настоящей работе рассматривается постановка 
задачи классификации по прецедентам. 

Исследуется некоторое множество объек-
тов M. Объекты из M описываются в системе 
числовых признаков  . Предполагает-
ся, что каждый признак  принимает значения 
из . Известно, что M пред-
ставимо в виде объединения непересекающихся 

подмножеств K1, ... , Ki (классов). Даны примеры 
объектов из каждого класса, называемые преце-
дентами. Требуется на основе анализа множества 
прецедентов построить алгоритм, умеющий по 
признаковому описанию объекта из M определять 
его класс.

Одним из основных понятий логического 
подхода к классификации является представи-
тельный элементарный классификатор. Пусть 

 ,  – на-
бор из r различных признаков; ,  

 ,  – набор допустимых значений 
признаков из H . Пара  называется элементар-
ным классификатором (ЭК) ранга r . Объект  
содержит ЭК , если подописание объекта 
S, порожденное признаками из H, совпадает с  . 
Пусть , . ЭК 

 называется корректным для класса K если 
не существует пары прецедентов ,  
таких, что  и  содержат  . Корректные 
ЭК позволяют безошибочно классифицировать об-
учающие объекты. Корректный ЭК класса K назы-
вается представительным для класса K, если хотя 
бы один прецедент из K содержит этот ЭК. 
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Общая схема обучения логического классифи-
катора заключается в построении для каждого клас-
са K некоторого множества  представительных 
ЭК. Алгоритмы логической классификации отлича-
ются искомыми множествами  и методами их 
построения. При поиске  решаются сложные в 
вычислительном плане задачи [2-4]. 

Этап распознавания логического классифи-
катора, как правило, базируется на процедуре «го-
лосования», в которой участвуют все найденные 
представительные ЭК из  . Пусть S – рас-
познаваемый объект;  – число прецедентов 
класса K , содержащих ;  – вели-
чина, равная 1, если S содержит  (  , и равная 
0 иначе. Для каждого класса K вычисляется оцен-
ка  принадлежности S рассматриваемому 
классу согласно формуле:

Объект S относится к классу с наибольшей 
оценкой. В случае, если таких классов несколько, 
то происходит отказ от распознавания.

Одним из ключевых направлений логической 
классификации являются процедуры корректного 
голосования (Correct Voting Procedures или CVP). 
Основополагающий вклад в развитие методов CVP 
сыграли работы С. В. Яблонского, в которых вве-
дено хорошо известное в дискретной математике 
понятие теста, а также труды Ю. И. Журавлева, М. 
М. Бонгарда и М. Н. Вайнцвайга. Позднее это на-
правление активно развивалось как отечественны-
ми, так и зарубежными учеными. Особенно значи-
тельный вклад внесен научной школой академика 
РАН Ю.И. Журавлева.

В CVP наибольшее внимание уделяется по-
строению тупиковых представительных ЭК класса 
K . Представительный для класса K ЭК (σ, 𝐻) назы-
вается тупиковым, если любой ЭК   класса 
K такой, что ,  не является представи-
тельным ЭК класса K . На этапе поиска тупиковых 
представительных ЭК возникает труднорешаемая 
перечислительная задача дискретной математики, 
называемая монотонной дуализацией [3, 4]. Дуали-
зация может быть сформулирована как задача пе-
речисления всех неприводимых покрытий булевой 
матрицы или как задача построения сокращенной 
ДНФ монотонной булевой функции по ее КНФ.

В [5, 6] предложен логический классифика-
тор, основанный на поиске правильных представи-
тельных ЭК. Представительный ЭК (σ, 𝐻) класса 
K, имеющий ранг r, называется правильным, если 
не менее r прецедентов из K содержат . По-

строение правильных представительных ЭК для 
каждого класса K осуществляется в два шага. Сна-
чала строятся правильные ЭК класса K . Такой ЭК 
имеет заданный ранг r и не менее r прецедентов из 
K его содержат. Затем из найденных ЭК отбирают-
ся те, которые не содержатся в прецедентах из .  
Поиск правильных ЭК класса K осуществляется на 
основе перечисления так называемых правильных 
подматриц матрицы, строками которой являются 
признаковые описания прецедентов класса K. Пра-
вильной подматрицей называется квадратная под-
матрица порядка r, состоящая из одинаковых строк. 
Для перечисления правильных подматриц в [6] 
предложен оригинальный алгоритм, базирующий-
ся на методах поиска частых элементов в данных 
[7]. Рассматриваемая модель на практике работает 
быстрее классической модели голосования по ту-
пиковым представительным ЭК, не уступает ей по 
качеству классификации [6] и хорошо себя зареко-
мендовала при решении важной задачи генной ин-
женерии – задачи предсказания промотеров [8].

Традиционно важным для обоснования вы-
числительной эффективности логических класси-
фикаторов является получение асимптотических 
оценок типичного числа и оценок типичного ран-
га искомых ЭК. Для правильных ЭК такие оценки 
приведены в [9] , где исследованы два случая, а 
именно, когда число признаков существенно боль-
ше числа прецедентов и когда число прецедентов 
не меньше числа признаков.

В настоящей работе получены асимптотиче-
ская оценка типичного числа правильных подма-
триц матрицы с элементами из Ek и оценка типич-
ного порядка такой подматрицы в случае, когда 
число ее строк существенно больше числа столб-
цов. Полученная оценка числа правильных подма-
триц является верхней асимптотической оценкой 
типичного числа правильных представительных 
ЭК в случае, когда число прецедентов существен-
но больше числа признаков. 

Проведено экспериментальное сравнение 
алгоритма голосования по правильным предста-
вительным ЭК с такими хорошо известными клас-
сификаторами как случайный лес и логистическая 
регрессия. При выборе ранга искомых ЭК (ранг –  
параметр модели) используется полученная в ра-
боте оценка типичного порядка правильной подма-
трицы.

1. Постановка задачи и основные результаты

Исследуется некоторое множество объектов 
M , описываемых в системе числовых признаков 

 . Не ограничивая общности можно счи-
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тать, что каждый признак принимает значения из 
 . Множество M представимо 

в виде объединения непересекающихся подмно-
жеств  , называемых классами. 

Пусть ,  . 
Через  обозначается совокупность прецеден-
тов из K,  (здесь и далее  - число 
объектов в множестве X ).

ЭК (σ, 𝐻) называется p-частым в Q(K), если 
не менее p прецедентов из Q(K) содержат (σ, 𝐻). 
ЭК (σ, 𝐻) ранга p называется правильным для Q(K), 
если (σ, 𝐻) – p-частый в Q(K). ЭК (σ, 𝐻) называется 
правильным представительным для Q(K), если (σ, 
𝐻) –  правильный для Q(K) и не содержится ни в 
одном прецеденте из  .

Через L обозначим матрицу, строками ко-
торой являются описания объектов из Q(K). 
Нетрудно видеть, что правильные ЭК порож-
даются квадратными подматрицами матрицы L, 
состоящими из одинаковых строк. Такие подма-
трицы назовём правильными. Ниже получены 
асимптотические оценки типичных значений 
числа правильных подматриц целочисленной 
матрицы L и оценки порядка такой подматрицы 
в случае большого числа строк матрицы L (Те-
орема 1). Полученная оценка типичного числа 
правильных подматриц является верхней асим-
птотической оценкой типичного числа правиль-
ных представительных ЭК в случае, когда чис-
ло прецедентов из Q(K) существенно больше 
числа признаков.

Пусть  – множество всех матриц размера 
 с элементами из ; ,  , – множество 

всех наборов вида  , где  при 
 и  при ; , , 

– множество правильных подматриц в матрице L; 
 – интервал (0 , , где  

; 
, , означает, что ; 

 означает, что  при всех достаточ-
но больших n.

Выявление типичной ситуации связано с вы-
сказыванием вида «для почти всех матриц L из 

 при  выполнено » (здесь 
 и  – два функционала, заданные на ма-

трицах из  ). Данное высказывание означает, 
что существуют две положительные бесконечно 
малые функции  и  , такие, что для всех 
достаточно больших n имеет место:

,

где M – множество таких матриц L в , для ко-
торых

 .

Теорема 1. Если , то 
для почти всех матриц L из   справедливо

, при ,

и порядки почти всех правильных подматриц из 
 принадлежат интервалу .
Доказательство теоремы опирается на ряд 

приведенных Лемм 1–7.
Пусть . Матрица  

называется -правильной, если подматрица 
матрицы L , образованная строками с номерами из 
v и столбцами с номерами из w , является правиль-
ной. Через  обозначается множество всех 

-правильных матриц из . Через  
обозначается подматрица матрицы L с номерами 
строк из v и номерами столбцов из w.

Лемма 1. Если , то 

.

Доказательство. Правильная подматрица 
 определяется своей первой строкой. По-

этому элементы правильной подматрицы  
могут быть выбраны  способами. Остальные 

 элементов матрицы L могут быть выбра-
ны  способами.

Лемма 2. Если   
 и наборы v1, v2 пересекаются по  

элементам, а наборы w1, w2 пересекаются по 
 элементам, то 

.
Доказательство. Положим

. 

Рассмотрим матрицу . Подматрицы 
 и  являются правильными и со-

держат r2 и l2 элементов, соответственно. Подма-
трицы  и  пересекаются по  
элементам. Правильные подматрицы  и 

 определяются своими первыми строка-
ми. Они могут быть выбраны  способами. 
Остальные  элементы матрицы 
L могут быть выбраны способами.

Лемма 3. Если , то при 
 имеет место: 

.

Доказательство. Пусть 
 , 

, . 
Пусть , тогда 
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. 

Следовательно,	  
 при  .

Лемма 4. Если  и  
,  , то имеет место 

,

где  при  .
Утверждение леммы совпадает с утвержде-

нием леммы 3.3.3 из работы [10] в случае  и 
доказывается аналогично. 

Лемма 5 [11]. Пусть для случайных вели-
чин  и , определенных на , вы-
полнено  и при  верно 

,  . Тогда 
для почти всех матриц L из  имеет место 

,  .
На множестве элементарных событий 

 зададим случайную величину  , 
принимающую значение 1, если  , и зна-
чение 0, иначе. Положим 

 .
Нетрудно видеть, что , а  –  

это число таких правильных подматриц в , по-
рядки которых принадлежат интервалу .

Через  обозначается веро-
ятность события . Очевидно, в силу 
Леммы 1 

.

Лемма 6. Если , то 
имеет место

, при .

Доказательство. Действительно,

.

Отсюда и из Леммы 3 следует утверждение 
Леммы 6.

Лемма 7. Если , то 
имеет место

 , при .

Доказательство. Действительно, 

.     (1)

Нетрудно видеть, что 

,
где . 

В силу Лемм 2 и 4

 

.       (2)
В силу Леммы 6

. (3)

Из утверждений (1) – (3) следует утвержде-
ние доказываемой леммы.

Таким образом, из Лемм 6 и 7 следует, что 
для случайных величин  и  
выполнены все условия Леммы 5. Следовательно, 
утверждение Теоремы 1 полностью доказано.

Так как правильные ЭК порождаются пра-
вильными подматрицами из  , то приведенная 
в теореме 1 оценка типичного порядка правильной 
подматрицы косвенно свидетельствует о том, что в 
случае, когда число прецедентов m в  суще-
ственно больше числа признаков n , типичный ранг 
правильного представительного ЭК в  не пре-
восходит  .

2. Экспериментальное исследование

Проведено экспериментальное сравнение ка-
чества работы алгоритма голосования по правиль-
ным представительным ЭК (REC) с такими хоро-
шо известными алгоритмами, как случайный лес 
(RF) и логистическая регрессия (LR). Результаты 
счета на реальных данных с целочисленными при-
знаками приведены в табл. Задачи взяты из репози-
тория UCI [archive.ics.uci.edu] и ВЦ ФИЦ ИУ РАН. 
Дополнительная настройка алгоритмов не произ-
водилась. 

Результаты усреднены по 10 случайным не-
зависимым разбиениям прецедентов, из которых 
80% использовалось для обучения моделей, а 
оставшиеся 20% — для оценки качества класси-
фикации. В каждом из разбиений распределение 
прецедентов по классам сохранялось неизмен-
ным. Функционалом качества выбрана сбаланси-
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рованная точность классификации, вычисляемая 
по формуле:

где  — доля верно классифицированных объек-
тов класса ; . Данный функционал хоро-
шо себя зарекомендовал при несбалансированных 
классах. В случае равномощных классов сбаланси-
рованная точность совпадает с долей верно клас-
сифицированных объектов. 

Как видно из результатов счета, приведенных в 
табл. 1, алгоритм REC в среднем не уступает по ка-
честву классификации алгоритмам RF и LR. Клас-
сификатор REC демонстрирует наилучший резуль-
тат по качеству классификации на трех задачах из 
семи, RF – на двух задачах, LR – на двух задачах.

Табл. 1
Качество работы классификаторов

Задача REC RF LR
Остеосаркома 0.570 0.545 0.578

Инсульт 0.623 0.542 0.553
Манелис 0.735 0.742 0.774

Молекулярная Биология 
2 (UCI)

0.794 0.946 0.831

Молекулярная Биология 
1 (UCI)

0.971 0.960 0.922

Шахматы (UCI) 0.974 0.988 0.956
Крестики-нолики (UCI) 0.976 0.939 0.639

Заключение

В рамках логического подхода к классифи-
кации по прецедентам рассматриваются вопросы, 
связанные со сложностью поиска правильных пред-
ставительных ЭК. Поиск таких ЭК осуществляется 
на основе перечисления правильных подматриц це-
лочисленной матрицы . Получены точная 
асимптотическая оценка типичного числа правиль-
ных подматриц и оценка типичного порядка пра-
вильной подматрицы матрицы L в случае большо-
го числа строк, а именно, при .  
Оценка типичного числа правильных подматриц 
матрицы L является верхней асимптотической 
оценкой типичного числа правильных представи-
тельных ЭК для случая, когда число прецедентов 
существенно больше числа признаков. Оценка ти-
пичного порядка правильной подматрицы косвен-
но свидетельствует о том, что в рассматриваемом 
случае ранг правильного представительного ЭК 
почти всегда не превосходит величину  

. В 
ходе экспериментального исследования на ре-

альных целочисленных данных показано, что ал-
горитм голосования по правильным представи-
тельным ЭК в среднем не уступает по качеству 
классификации таким алгоритмам как случайный 
лес и логистическая регрессия. 

Хочу выразить благодарность Дюковой Елене 
Всеволодовне, под руководством которой выпол-
нена эта работа.
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Abstract. A logical approach to the problem of supervised classification is considered. The precedents are 
assumed to be described in a system of numerical features, each of which has a limited number of values that 
are encoded by integers. The stage of classifier training consists in finding special fragments of precedents 
features descriptions that allow distinguishing precedents from different classes and are called representative 
elementary classifiers. Traditionally, it is crucial for the adopted approach to accurately estimate the quantitative 
characteristics of required set of elementary classifiers. The paper provides an upper asymptotic estimate of the 
typical number of so-called regular representative elementary classifiers and an estimate of the typical “rank” 
of such an elementary classifier for an important practical case when the number of precedents is significantly 
greater than the number of features.
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