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Введение
Поскольку строгого математического опре-

деления турбулентности нет, то под ней будем 
понимать хаотические решения трехмерных по 
пространству уравнений Навье-Стокса. Более де-
тально о хаотических решения см. [1,2]. Процесс 
усложнения решений уравнений Навье-Стокса 
при изменении некоторых параметров задачи 
будем называть ламинарно-турбулентным пере-
ходом. Такие параметры, при которых меняет-
ся характер динамики системы, будем называть 
бифуркационными параметрами. Большинство 
авторов разделяют ламинарно-турбулентный пе-
реход на три стадии (в порядке такого изменения 
бифуркационных параметров, что решения урав-
нений переходит от ламинарных к турбулент-
ным). В общем случае ламинарно-турбулентный 

переход можно разбить на четыре стадии, при 
этом наличие всех стадий не обязательно. 
1. � Потеря устойчивости основного течения. На 

этой стадии основное течение теряет свою устой-
чивость и образуются вторичные течения. Для 
анализа данной стадии, в большинстве работ, 
применяется методы линейной устойчивости и 
энергетический метод анализа [3], теория слабых 
нелинейных возмущений [4] и теория косимме-
трии В.И.Юдовича [5]. Здесь устанавливается 
связь между первичным и вторичным течением, 
тип потери устойчивости (суперкритический 
или субкритический). В случае невозможности 
выполнения такого анализа аналитическими ме-
тодами, используются численные [6].

2. � Множественные изменения вторичных тече-
ний. В зависимости от задачи данный каскад 
может быть либо полностью субкритическим 
(например, плоское течение Куэта), либо сме-
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шанным (течение Пуазейля в плоском канале), 
либо полностью суперкритическим (класси-
ческое двумерное течение А.Н. Колмогорова, 
конвекция Рэлея - Бенара), см. анализ в [7].  
Аналитические методы базируются на основе 
теоремы о центральном многообразии и редук-
ции Ляпунова-Шмидта для анализа первых от-
ветвившихся решений [8]. Также используется 
теория косимметрии, развитая В.И.Юдовичем 
и его учениками. В связи с трудностями такого 
анализа аналитическими методами, на данной 
стадии превалируют численные методы анали-
за. Основой таких методов, в настоящее время, 
являются методы анализа динамических си-
стем. Исследуются критические точки бифур-
каций и определяется их тип. Строятся схемы 
бифуркаций и бифуркационные диаграммы. 
Усложнение динамики периодических и квази-
периодических решений выполняется методами 
хаотической динамики, что дает понимание ус-
ложнения решений при изменении параметров 
[9]. Для гидродинамических систем такой под-
ход сопряжен со значительными вычислитель-
ными трудностями.

3. � Кризис вторичных течений. В данной короткой, 
в смысле изменений параметра, области проис-
ходит резкое увеличение размерности многооб-
разия, содержащего решения системы. Кризисы 
обычно связаны с сильными структурными из-
менениями фазовых портретов систем и их ат-
тракторов. К известным кризисам можно отне-
сти перемежаемость (более детальный анализ 
причин данного кризиса см. [1]), протекание 
границы аттрактора, образование хаотического 
аттрактора, кризис симметрии, зацепление фазы 
и другие. Данную стадию чрезвычайно трудно 
проследить и качественно описать, поскольку 
на данной стадии численные методы могут уже 
не отражать действительной картины решения 
при этом строгого доказательства существова-
ния кризисов для уравнений Навье-Стокса и 
их аналогов показано не было. На этой стадии 
процесс может описываться взаимодействием 
нескольких теорий из области хаотической ди-
намики [2].

4. � Возникновение развитой турбулентности. Дан-
ная стадия является развитием кризисов мно-
жества вторичных течений. На данной стадии, 
чаще всего, возникает автомодельность по чис-
лу Рейнольдса (или его аналогам). Решения 
характеризуются большой нерегулярностью и 
невозможностью выделить какие-либо структу-
ры в фазовом пространстве. На данной стадии 
работают методы статистического анализа ре-

шений, теория А.Н. Колмогорова и А.М. Обу-
хова, для описания решений применяют методы 
диаграмм Фейнмана [10, 11] и теорию Крейчна-
на, методы замыкания моментов цепочек Келле-
ра-Фридмана. Также наблюдается связь между 
теорией динамических систем с применением 
топологического подхода, развитого В.И. Ар-
нольдом [12].

Особняком стоит полностью нелинейный 
сценарий перехода к турбулентности в котором, 
по сути, нет 1 и 2 стадий. Для таких переходов ха-
рактерна линейная устойчивость базового основ-
ного решения для любых значений параметров 
(например числа Рейнольдса), которая обычно 
отвечает аналитическому решению задачи. Более 
того, такие решения могут проявляться простран-
ственно-локализованными в виде произведения 
импульса бегущей волны с финитным носителем 
на хаотическое решение. Характерным примером 
такого сценария развития турбулентного течения 
является течения Пуазейля в цилиндрической 
трубе [13]. В таком случае процесс развития неу-
стойчивостей обычно описывают через усиление 
наиболее опасных конечных возмущений, кото-
рые сразу приводят к переходу на 3 и 4 стадии 
процессов. Более того, вопрос дальнейшей дина-
мики турбулентности остается открытым до сих 
пор [13]. 

В данной работе проводится анализ 3D-за-
дачи А.Н. Колмогорова с классическим силовым 
воздействием [14] и с его обобщением [15]. Про-
водится линейный анализ устойчивости базовых 
решений этих задач. Рассматривается случай, 
при котором реализуется нелинейный сценарий 
перехода к хаотическим решениям т.е. базовые 
решения являются линейно устойчивыми. Но, в 
отличие от поиска наиболее опасных возмуще-
ний, которые приводили бы к возникновению 
хаотических решений, рассматривается поиск 
отсоединенных стационарных решений и анализ 
динамики с учетом их данных. Под отсоединен-
ными решениями понимаются такие, которые не 
являются продолжением базового решения на за-
данном диапазоне вариации параметра. Более де-
тально смотрите работу [16].

1. Постановка задачи

Рассматривается обобщение задачи А.Н. 
Колмогорова [14] для трехмерных уравнений На-
вье-Стокса. Областью расчета является вытяну-
тый в одном направлении тор T 3(α) параметризу-
емый коэффициентом расширения α ∈ ℝ+: T(α)3 := 
[ℝ/(2πℤ/α)]×[ℝ/(2πℤ)]×[ℝ/(2π ℤ)]. Рассматривают-
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ся вектор-функция скорости u:T(α)3 → ℝ  и ска-
лярная функция давления p:T(α)3 → ℝ, которые 
удовлетворяют следующей системе безразмерных 
уравнений:

,                              (1)
,   (2)

при условии нулевого суммарного расхода жид-
кости через область, где R – число Рейнольдса 
(бифуркационный параметр); f – вектор-функция 
внешней силы, определяющая задачу. Уравнение 
(1) является законом сохранения массы (для рас-
сматриваемого несжимаемого случая является 
условием отсутствия источников и стоков) а (2) –  
законом сохранения количества движения; гранич-
ные условия – условия периодичности во всех на-
правлениях.

Для классической задачи [14] простое трех-
мерное обобщение для силы имеет вид: 

                       (I)

и задача имеет тривиальное аналитическое реше-
ние , . 

Для обобщенной задачи рассматривается 
сила в виде:

                (II)

из [15], задача имеет тривиальное решение:

, . 

Заметим, что существует масса других спо-
собов ввести безразмерный комплекс числа Рей-
нольдса, например [17]. Здесь параметр выбран 
из соображений удобства и не играет существен-
ной роли. Коэффициент пересчета из используе-
мого числа R в число Re из [17] определяется как 

.

2. Линейный анализ устойчивости  
основного решения

2.1. Линейный анализ устойчивости  
базового решения
Анализ устойчивости проводится путем вы-

вода уравнения на малые возмущения и рассмо-
трением демпфирования или усиления отдельных 
собственных частот, см. [3].

Введем малые возмущения  и 
 и подставим в систему (1), (2) и вычтем 

невозмущенное решение:
, (3)

.                             (4)
Для краткости записи введем обозначения для 

частных производных  и компонент 

вектор-функции . Система (3), (4) в 
явной форме имеет вид:

           (5)
     (6)
      (7)

              (8)

Вначале рассмотрим случай ,  
когда уравнение (3) зависит только от координаты 
y. Давление исключается из полученной систе-
мы, применяя уравнение (8) к (5)-(7), получаем: 

. Применим оператор Ла-
пласа к уравнению (6) получим уравнение Орра – 
Зоммерфельда [3] на возмущение в направлении y:

, (9)

где мы обозначили  как v. Применим опе-
ратор ротора к (5)-(7) и воспользуемся выра-
жением (8) для упрощения выражений вида 

. Для компо-
ненты ротора в направлении y, обозначенного 

,  получим т.н. уравнение Сква-
ера [3]:

   (10)

Уравнения (9) и (10) определяют устойчи-
вость базового аналитического решения. Будем 
предполагать, что их решение может быть разло-
жено в ряд Фурье по тригонометрическим функци-
ям в направлении x и z, тогда

,
  (11)

где kx и kz – волновые числа по соответствующим 
направлениям, а λ – комплексный показатель роста 
( ) или демпфирования ( ) возму-
щений. Заметим, что  исключается 
условием нулевого расхода через область. Подста-
новка (11) в (9) и (10) дает:

     (12)

                   (13)

В общем случае анализ (12) и (13) выполнить 
сложно, но можно рассмотреть некоторые харак-
терные случаи.
1. � Пусть η(y) и ν(y) являются однородными функ-

циями. Тогда решение может быть представ-
лено как , 
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следовательно  и решение является 
линейно устойчивым для любого значения R.

2. � Если ν(y) не является однородной функцией, а 
функция η(y) – является. Рассмотрим уравне-
ние (13). Умножим (13) на сопряженную функ-
цию ν(y)* и проинтегрируем по области y от 0 
до 2π и рассмотрим действительную часть ин-
теграла:

.

Следовательно решение устойчиво для лю-
бых возмущений и любого значения R. Таким 
образом уравнение (13) можно исключить из рас-
смотрения и рассматривать только уравнение Ор-
ра-Зоммерфельда (12).
3. � Если решение является не зависящим от направ-

лений x и z, т.е. все kx = kz = 0 и тогда .  
Решение линейно устойчиво для любого значе-
ния R.

4. � Для нетривиального случая рассмотрим урав-
нение (12), умножим на сопряженную функцию 
η(y)*, проинтегрируем по направлению y и рас-
смотрим действительную часть интеграла:

Введем некоторые обозначения для упроще-
ния выражения:

, ,

 , , 

и заметим, что все эти слагаемые больше или рав-
ны 0.

В соответствии с теоремой Скваера [3] бу-
дем рассматривать только плоские возмущения (kz 
= 0) как наиболее опасные с точки зрения потери 
устойчивости. Тогда:

 .          (14)

Для нарастания амплитуды необходимым ус-
ловием является положительность правой части 

(14). Получаем, что самые неустойчивые возмуще-
ния являются длинноволновые возмущения с ми-
нимальными значениями kx > 0.  Отсюда следует 
доказательства.

Утверждение 1. Пусть рассматривается 
задача (12) и (13) и пусть, по меньшей мере, функ-
ция η(y) является неоднородной, kx ≠ 0. Тогда:
1. � при α ≥ 1имеем линейно устойчивый случай для 

любых форм возмущений для любых значений R. 
2. � при α < 1 возможна линейная потеря устойчи-

вости, которая зависит от пространственной 
неоднородной формы η(y) и от значения пара-
метра R.

Таким образом, для потери линейной устой-
чивости базового решения на T(α) с α < 1 необхо-
димым условием является наложение возмущений 
максимальной длины волны (порядка размера об-
ласти в направлении x) такое, чтобы функции были 
неоднородными. Дальнейший анализ устойчиво-
сти можно провести численно, рассмотрев урав-
нение Орра – Зоммерфельда (12) с применением, 
скажем, спектрального метода.

Теперь рассмотрим второй обобщенный слу-
чай для , . Подоб-
ный анализ был проведен в работе [15], но в ней 
используется другой способ вывода уравнений на 
устойчивость малых возмущений и более подроб-
ное исследование. 

В данном случае базовое решение не является 
плоскопараллельным (неоднородно в направлении 
y и z), что значительно усложняет вывод уравне-
ний на возмущения. Действительно, рассмотрим 
систему (5)-(8). Давление может быть выражено 
как . 

Аналогично, применяя оператор Лапласа и 
рассматривая только уравнения (6) и (7) с исполь-
зованием выражения (8), получим систему:

    (15)

Заметим, что в соответствии с Предложением 
1 из работы [15], при анализе линейной устойчиво-
сти задачи, уравнение (5) можно не рассматривать, 
т.к. оно не влияет на неустойчивую часть спектра 
всей линейной задачи. Принципиальное отличие 
данной системы от уравнения Орра-Зоммерфель-
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да (9) для плоскопараллельного базового течения 
заключается в том, что уравнение (15) является 
системой, в которой в качестве возмущения уже 
выступает не одно направление y, а две функции 
существенно зависящие от (y,z).

Аналогично, будем предполагать, что реше-
ния уравнений (15) могут быть разложены в ряд 
Фурье по тригонометрическим функциям в на-
правлении x, тогда:

       (16)
Подставляя (16) в (15), получим систему:

 (17)

Анализ данной системы невозможно выпол-
нить аналогичным способом с нахождением урав-
нения на энергию возмущений. Действительно, 
первое уравнение системы (17) после умножения 
на сопряженную v* и интегрирования по частям, 
можно записать как:

, (18)
где

, 

,

,

,

,

,

,

Здесь квадратными скобками выделены чи-
сто мнимые части, не играющие роль в росте или 
демпфировании возмущений. При этом невозмож-

но сделать вывод о свойствах  только на ос-
нове оставшихся членов уравнения. Аналогично 
можно сказать и про второе уравнение системы 
(17). Более того, уравнение (18) не позволяет сде-
лать вывод о том, что наиболее опасной является 
первая гармоника возмущения (наиболее длинно-
волновые возмущения) по направлению x. Поэ-
тому далее рассмотрим численное приближение 
обобщенной системы уравнений Орра-Зоммер-
фельда (17) и классического уравнения Орра-Зом-
мерфельда (12) с применением экспоненциально 
сходящегося спектрального метода.

1.2. Спектральный метод решения задачи 
на собственные значения
Будем решать задачу на собственные значения 

в классическом виде , где линейный опера-
тор  представлен бесконечномерными система-
ми, полученными после дискретизации. Действи-
тельная часть полученных собственных значений 
будет определять линейную устойчивость задачи 
при вариации значений параметров. Для аппрокси-
мации уравнений будем использовать собственные 
функции линейной части стационарных уравнения 
(3), представленных классическими тригономе-
трическими полиномами [18], т.е. в виде: 

, 
, 

где нулевые компоненты исключены условием ну-
левого расхода через область расчета.

Применим метод Бубнова-Галеркина к рассма-
триваемым задачам. Тогда линейный оператор (12) 
при условии kz = 0 (как наиболее опасные возмуще-
ния по Утверждению 1) будет определен в форме:

.                         (19)
Свертка в выражениях возникает из-за про-

изведения членов разложений с образом базового 
решения в пространстве базисных функций.
Решение задачи на собственные значения для си-
стемы (17) выполняется в блочной форме

, (20)

где



8 Труды ИСА РАН. Том 74. 4/2024

Динамика макросистем Н.М. Евстигнеев, О.И. Рябков

Заметим, что для системы (20) возмущения 
при kx = 1 уже не являются наиболее опасными, а 
зависят от сочетания α и kx. Для решения данной 
задачи системы (19) и (20) переводятся в дискрет-
ную конечномерную форму. Количество базисных 
функций ограничивается на основе информации 
о затухании высокочастотных гармоник, аппрок-
симирующих собственные вектора. Из экспери-
ментальных расчетов было установлено, что для 

 достигается точность порядка 
10-12. Задача на собственные значения в дискретной 
форме решается численным методом.

Результаты построения нейтральных кривых 
для указанных систем с помощью метода бисекции 
представлены на рис. 1. Точность бисекции по па-
раметру R составляла 10-6.

Можно отметить, что для классической зада-
чи, как указано в Утверждении 1, наиболее опас-
ными являются длинноволновые возмущения при 
kz = 0, kx = 1. Для α = 1 базовое решение является 
линейно устойчивым. 

Для обобщенной задачи наблюдается интерес-
ный эффект. Во-первых, характер поведения кривой 
для kx = 1 имеет вырожденный минимум RM ≈ 3.91 в 
окрестности α = ½, когда как для α → 0 наблюдается 
рост критического значения R. Такое поведение гово-
рит о том, что для малых α, т.е. для сильно вытянутых 
областей, наиболее опасным с точки зрения потери 
устойчивости является не самое длинноволновое воз-

мущение, а то, которое имеет частоту, период которой 
наиболее близок к 4π. Во-вторых, это означает, что ми-
нимальное значение в окрестности точки бифуркации 
для α < ½ является RM. Поэтому для α ≤ ½ нейтраль-
ная кривая представляет собой огибающую всех ней-
тральных кривых при kx ∈ ℕ, что и построено на рис.1, 
справа (жирная кривая). Для α > ½, поведение ней-
тральной кривой определяется наиболее длинновол-
новой гармоникой. По поведению нейтральной кривой 
можно отметить линейную устойчивость решений как 
минимум для всех 0 < R < 100 при α = 1. 

2. Численное исследование отсоединенных 
решений и хаотической динамики

Из полученных результатов можно ожидать 
сценарий нелинейного перехода к турбулент-
ности при α = 1. Для численного решения рас-
сматривается дискретная задача (1), (2) в форме 

Рис.1. Нейтральные кривые линейной устойчиво-
сти классической (слева) и обобщенной (справа) 
трехмерной задачи А.Н. Колмогорова. Область, 

расположенная ниже нейтральной кривой, являет-
ся областью линейной неустойчивости; область, 

расположенная выше кривой – область устойчиво-
сти. Кривые с числами справа соответствуют  

k
x
 = 1,2,3, жирная кривая – огибающая.



9Труды ИСА РАН. Том 74. 4/2024

Отсоединенные решения в трехмерных обобщенных задачах течения А.Н. Колмогорова

Громеки-Лэмба, для которой применяется псев-
до-спектральный численный метод дискретиза-
ции, более детально см. [15]. В полу-дискретной 
по пространству форме решается следующая за-
дача, в которой давление удаляется путем приме-
нения точного проектора:

, (21)

где  , – вектор-функции скорости и ротора 
в образе Фурье; L, , – операторы Лапласа, 
дивергенции и градиента в образе Фурье, со-

ответственно;  – проектор Ляре 
[19]. Векторное произведение выполняется по-
точечно в физическом пространстве с примене-
нием процедуры удаления транспонирования 
частот (деалиасинг) по правилу 3/2 [20]. При 
необходимости интегрирования по времени 
используется экспоненциально-точный метод 
Рунге-Кутты 4 порядка по нелинейным членам 
и точный по линейным [21].  Для поиска отсо-
единенных стационарных решений применяется 
метод дефляции, который детально описан в [16]. 

Рис.2. Базовое решение (сверху слева) и некоторые отсоединенные решения при α = 1, R = 30.  
Классическая задача А.Н. Колмогорова (I). Изоповерхности модуля скорости

Рис.3. Базовое решение (сверху слева) и некоторые отсоединенные решения при α = 1, R = 30.  
Обобщенная задача А.Н. Колмогорова (II). Изоповерхности модуля скорости
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В качестве нелинейной задачи при поиске отсоеди-
ненных стационарных решений берется  
из (21). Для поиска отсоединенных стационарных 
решений выбираются значения параметров α = 1, 
R = 30, где гарантированно наблюдется линейная 
устойчивость базового решения для обоих задач. 
Дискретная система уравнений  содержит 

 млн степеней свободы. 
В результате при α = 1 и R = 30 было найдено 

(не считая базового решения) 22 стационарных отсо-
единенных решений для задачи (I) и 6 решений для 
задачи (II). Все указанные решения являются линей-
но неустойчивыми с размером неустойчивого мно-
гообразия от 2 до 6. Можно смело утверждать, что 
данные решения являются отсоединенными от ветви 
основного решения, поскольку базовое решение яв-
ляется линейно устойчивым для любых значений R в 

классической задаче и при R < 100 для обобщенной.  
Все эти решения ранее не были найдены и приво-
дятся впервые. Некоторые из них вместе с базовыми 
приведены на рис. 2 для классической задачи и на 
рис. 3 – для обобщенной.

При моделировании динамики задачи в случае 
задания случайных начальных условий в большин-
стве случаев решение сводится к базовому. При старте 
с любого найденного отсоединенного стационарного 
решения динамика системы переходит в хаотическую. 
На рис. 4 и 5 приведены нормы отсоединенных ста-
ционарных решений (отмеченных точками) и дина-
мика хаотического решения системы (21) для оценки 
влияния найденных решений на наблюдаемое хаоти-
ческое решение. Как видно из приведенных рисунков 
базовое решение отстоит далеко от наблюдаемой ди-
намики, что обычно характеризуется субкритическим 

Рис.4. Нормы базового решения (прямоугольник) 
и отсоединенных решений (кружки) и динамика 

хаотического решения при α = 1, R = 30.
Классическая задача А.Н. Колмогорова. Функции 

на координатах: ||u||
2
-евклидовая норма ре-

шения,  ||ux||2
-евклидовая норма компоненты x 

решения, p
1
 – значение скорости в центральной 

точке области расчета, ||u||
2
-евклидовая норма 

решения в образе Фурье

Рис.5. Нормы базового решения (прямоугольник) 
и отсоединенных решений (кружки) и динамика 

хаотического решения при α = 1, R = 30.
Обобщенная задача А.Н. Колмогорова. Функции на 
координатах: ||u||

2
-евклидовая норма решения,  

||ux||2
-евклидовая норма компоненты x решения, 

p
1
 – значение скорости в центральной точке обла-

сти расчета, ||u||
2
-евклидовая норма решения в 

образе Фурье
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и нелинейным типом бифуркаций. С другой стороны, 
практически все найденные отсоединенные решения 
являются так или иначе основой для наблюдаемой 
хаотической динамики, т.е. вероятность нахождения 
хаотической траектории в окрестности найденных 
отсоединенных решений является относительно высо-
кой. Для визуального сравнения хаотических и отсое-
диненных решений на рис. 6 приведены мгновенные 
изоповерхности скорости для обоих задач. Отметим, 
что найденный режим хаотических решений не позво-
лит провести анализ на основе изменения параметра, 
поскольку при уменьшении значения R решение мо-
жет мгновенно перейти к базовому (ламинаризация), 
что похоже на режим течения в трубе для решения Пу-
азейля [13]. Один из возможных подходов в этом слу-
чае может быть модификация исходной системы урав-
нений для проведения регуляризации без мгновенной 
ламинаризации динамики.

Заключение

В результате был проведен анализ линейной 
устойчивости базовых решений в обоих постановках 

трехмерных задач А.Н. Колмогорова. Впервые была 
построена нейтральная кривая для этой обобщенной 
задачи, отвечающая вынуждающей силы в форме 
(II). Методом дефляции были найдены отсоединен-
ные решения, которые определяют динамику хаоти-
ческого решения в отдалении от базового. Эти реше-
ния были найдены впервые. Они выступают в роли 
особых точек, образующих, вероятно, гетероклини-
ческие контуры, в окрестности которых происходит 
развитие динамики системы. В отличие от работы 
[17], хаотические решения были найдены суще-
ственно раньше по значению числа Рейнольдса, что 
может говорить о наличии нескольких хаотических 
аттракторов в системе с их дальнейшим объединени-
ем. Данные факты требуют уточнения в дальнейших 
работах.
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Abstract. This article considers analytical and numerical analysis of the stability of the classical and generalized 
Kolmogorov problem for the Navier-Stokes equations defined on a three-dimensional periodic stretched torus. In 
the work, a generalized form of the Orr-Sommerfeld equations is derived for the analysis of the linear stability of 
the main solution, and neutral curves are constructed. As a result of searching for disconnected solutions for the 
discrete problem, 22 disconnected solutions for the classical problem and 6 solutions for the generalized problem 
with linear stability of the basic solution are found. It is shown that the chaotic dynamics of the system for similar 
parameter values ​​is determined by the found disconnected solutions.
Keywords: linear stability analysis, Navier-Stokes equaitons, 3D Kolmogorov problem, disconnected solutions, 
pseudospectral method.
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