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Введение
Свет, попадая на сетчатку человеческого гла-

за, воспринимается как имеющий тот или иной 
цвет. Экспериментально показано, что даже свет 
совершенно разного спектрального состава может 
вызывать идентичные зрительные ощущения, то 
есть иметь один и тот же цвет. Это явление назы-
вается метамерией. Таким образом, пространство 
всевозможных цветов, видимых человеком, (цве-
товое пространство) можно рассматривать как 
фактор-пространство над пространством излуче-
ний всевозможных спектральных составов. Экспе-

риментальные исследования, начатые Грассманом, 
показывают, что цветовое пространство человека 
представляет собой конус в трехмерном вектор-
ном пространстве [1]. Среди различных систем ко-
ординат, которые могут быть введены в цветовом 
пространстве (цветовых координат), особое место 
занимают равноконтрастные. Равноконтрастные 
системы цветовых координат (РСЦК) моделируют 
различение цветов человеком так, чтобы евклидо-
во расстояние между парами точек (цветов) было 
пропорционально воспринимаемой человеком ве-
личине различия между этими цветами.
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Особенность цветоразличения человека – на-
личие порога чувствительности: излучения очень 
близкого спектрального состава (или метамерич-
ные им). При одновременном или попеременном 
предъявлении наблюдателю эти излучения воз-
можны: если излучение A близко до степени не-
различимости излучению B, а B – излучению C, 
то С может оказаться различимо с А. Мало того, 
для любой пары близких до степени неразличимо-
сти излучений A и B можно найти такое излучение 
C, что оно неразличимо с одним из пары (либо А, 
либо B), но различимо с другим. Эксперименталь-
но показано существование порогов цветоразли-
чения: цвета, отличающиеся от заданного цвета 
A менее чем на порог (т.е. лежащие внутри шара 
в цветовом пространстве с центром в A) оказыва-
ются неразличимы с A. Размер этого порога задает 
естественную единицу измерения в цветовом про-
странстве JND (от англ. just noticeable difference – 
чуть заметное различие).

Рис. 1. Пример использования равноконтрастых 
цветовых палитр при визуализации

В идеальной РСЦК евклидово расстояние, 
соответствующее JND, одинаково во всех точках 
пространства и направлениях, то есть соответ-
ствующее координатное пространство однородно 
и изотропно. Модели РСЦК имеют широкое при-
менение. Равноконтрастность системы координат 
обеспечивает возможность равномерного перехода 
между цветами, что, например, необходимо при 
использовании цветовых шкал для визуализации 
данных (рис. 1), оценивать яркость цвета и т.д. Раз-
личные методы сжатия и обработки спроектирова-
ны так, чтобы формировать изображения с огра-
ниченной ошибкой в координатном обозначении 
цвета, поэтому их работа в РСЦК обеспечивает 
малую погрешность самих цветов.

В равноконтрастном цветовом пространстве 
можно решать задачу регрессии для нахождения 
модели, приближающей (в смысле восприятия че-
ловеком) исходные данные [2]. Так, регрессия ак-
тивно используется в машинном обучении. Напри-
мер, для построения сжимающих автоэнкодеров 
необходимо минимизировать изменение цветов 
сжимаемого изображения.

Стандартная линейная система цветовых ко-
ординат CIE XYZ покрывает цветовое простран-
ство, но она не была задумана как пространство с 
равномерной евклидовой метрикой [3].

Альберт Манселл первым предложил подход, 
при котором яркость, цветовой тон и насыщен-
ность представлялись как независимые направле-
ния в цветовом пространстве. В атласе Манселла 
представлена трехмерная дискретная сетка цветов 
цилиндрического вида, в которой различия между 
соседними цветами воспринимаются человеком 
как равные. Серьезный недостаток системы Ман-
селла, впервые предложенной в 1905 – дискрет-
ность представления цветов [4].

В 1948 году Ричард Хантер предложил РСЦК 
Hunter Lab [5], позже Дэвид МакАдам – систему 
координат на основе исследования Дина Джад-
да [6]. В 1960 году она была стандартизирована 
международной комиссией по освещению CIE 
(Commission internationale de l’éclairage) и названа 
CIE 1960 UCS. Эта система координат не включа-
ла яркостную составляющую. Вскоре после этого 
на основе CIE 1960 UCS Гюнтер Вышецкий со-
здал CIE 1964 (U*, V*, W*) (также известную как 
CIEUVW), учитывающую яркостную компоненту 
цвета [7]. В 1976 году на базе Hunter Lab была раз-
работана модель CIELAB, которая в дальнейшем 
стала наиболее известной равноконтрастной си-
стемой цветовых координат [8].

С использованием координат CIELAB была 
создана формула CEIDE2000, которая наилуч-
шим образом описывает малые цветовые различия 
[9,10]. Единица измерения CEIDE2000 соответ-
ствует порогу цветоразличения JND.

В настоящее время системы цветовых коор-
динат на основе модели цветовосприятия CAM16 
(CAM16-SCD, CAM16-UCS) считаются наиболее 
точными моделями среди тех, в которых L2-ме-
трика описывает воспринимаемое различие пары 
цветов [11]. В 2017 году был создан proLab [12]. 
Хотя он и уступает CAM16-UCS в перцептивной 
равномерности, преобразования между proLab и 
CIE XYZ сохраняют линейность многообразий и 
легко вычисляются, а гетероскедастичность дро-
бового шума в proLab меньше, чем в CAM16-UCS 
и стандартных цветовых пространствах.

Если в некотором цветовом пространстве опре-
делены отдельно координаты цветности и яркости, 
то будем называть цветностными пространствами 
сечения цветового пространства плоскостями посто-
янной яркости с метрикой исходного пространства. 
Также цветностным пространством может быть на-
звана система из двух цветностных координат цвето-
вого пространства, если она имеет какую-то разум-
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ной метрику (например, метрика ρ, если расстояние 
между цветами яркости L и цветностей a1, b1 и a2, b2 
можно факторизовать как f(L)∙ρ((a1, b1), (a2, b2))). Так-
же все результаты работы будут относиться к двумер-
ному цветовому пространству дальтоников. 

Исследование свойств цветностных коор-
динат в отдельности полезно по ряду причин. 
Во-первых, свойства РСЦК, такие как, например, 
перцептивно равномерный переход между цвета-
ми одинаковой яркости и сбалансированное рас-
пределение цветностей, являются свойствами их 
цветностных координат. Во-вторых, если некото-
рое цветностное пространство системы цветовых 
координат неравномерно, то эта система также не 
является равномерной.

На основе метрики в цветностном простран-
стве может быть задан метрический тензор. Визу-
ализацией метрического тензора могут служить 
эллипсы МакАдама, заданные на плоскости цвет-
ности (рис. 2) [12]. Они были задуманы для визу-
ализации порога цветоразличения, но увеличены 
в несколько раз, чтобы были видны. Эллипсы яв-
ляются окружностями в пространстве в приближе-
нии, что метрический тензор в пределах эллипса 
почти постоянен. Если пространство цветностей 
изотропно, то его метрический тензор – скаляр-
ный, а эллипсы МакАдама в нем являются окруж-
ностями. В однородном пространстве метрический 
тензор постоянен и эллипсы МакАдама одинаковы 
во всех точках (рис. 3). Однородность здесь и да-
лее предполагается в узком смысле – относитель-
но группы трансляций. Заметим, что даже если 
исходная метрика не внутренняя, изотропность 
пространства равносильна скалярности тензора, 
а из непостоянства метрического тензора следует 
неоднородность пространства.

Рис. 3. Визуальные признаки свойств метриче-
ского тензора на примере эллипсов МакАдама

Таким образом, равномерное цветностное про-
странство важно. Однако большинство исследований 
относится к созданию новых цветовых пространств 
и их практическому применению. В литературе мало 
уделено внимания анализу теоретических пределов 
равномерности хроматической системы координат. 
Такому анализу и посвящена настоящая работа.

1. Скаляризация метрического тензора в ℝ2

В данном разделе мы докажем, что всегда 
можно так преобразовать плоскость, что метри-
ческий тензор на ней станет скалярным. Тогда ко-
ординатное пространство будет изотропным. Это 
значит, что возможно преобразовать пространство 
так, что эллипсы МакАдама в каждой точке стали 
окружностями. Углы в этом пространстве будут за-
даны как в евклидовом, но геодезические линии в 
общем случае будут гладкими кривыми и угловой 
дефект может быть ненулевым.

Лемма 1. Дифференцируемость комплексно-
го решения задачи Коши с вещественной перемен-
ной по комплексному параметру.

Пусть задана .

Рис. 2. Эллипсы МакАдама на сечениях цветовых пространств плоскостями яркости L* = 50.  
Гамма дисплея sRGB показана соответствующими цветами (темно-серым в ч/б); гамма источника света 

D65 и остальные цвета показаны серым и светло-серым цветом соответственно [12,13]
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Если   
 
непрерывны, то решение  задачи 
Коши с параметром 

непрерывно дифференцируемо по параметру µ.
Доказательство. Воспользуемся дифференци-

руемостью решения задачи Коши по параметрам.
Пусть задана .

Если   
 
непрерывны, то для решения  за-
дачи Коши

выполнено следующее:

 непрерывны;

смешанные производные  непрерывны и не  
 
зависят от порядка дифференцирования:

Применим ее к функции 
. При этом будем вос-

принимать  как двумерные векторы над ℝ  
( ).

Если  
 
непрерывны, то для решения  за-
дачи Коши

 
выполнено следующее:

.
Значит,

.

Следовательно . Это значит, что  
дифференцируемо по µ в комплексном смысле.

Теорема 1. Возможность скаляризации ме-
трического тензора.

Пространство ℝ2 с заданным бесконечно диф-
ференцируемым метрическим тензором g всегда 
можно обратимо непрерывно дифференцируемо 
преобразовать так, чтобы метрический тензор стал 
скалярным:

где  – обратимое непрерывно дифференцируемое 
преобразование,  – матрицу Якоби функции , 

 – новый метрический тензор, s – 
скалярная функция.

Доказательство. Метрический тензор про-
странства после преобразования  равен g*:

Метрический тензор в заданной точке – сим-
метричная положительно определенная матрица. 
Поэтому для нее существует разложение Холецко-
го: , где L – невырожденная матрица.

Так как L не вырождена, l11 и l22 больше 0, то

Так как элементы g бесконечно дифференци-
руемы,  и , элементы L также беско-
нечно дифференцируемы.

Подставляя , получим:

Если в заданной точке  – произведе-
ние положительного числа s–1 и матрицы поворота 
QT, то g* – скалярная матрица:

Для любой матрицы поворота Q верно: 
. Обозначим:

Области определения функций (  – 
множество обратимых матриц n × n,  – мно-
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жество ортогональных матриц n × n с определи-
телем 1):

Перепишем условие на преобразование :

Примем:  
 

.
Равенство переходит к виду:

Матрица L разложения Холецкого g не вы-
рождена, поэтому l1 и l2 отличны от нуля. l1 и l2 
бесконечно дифференцируемы и , значит  
 
функция  также бес-
конечно дифференцируема. Аналитически продол-
жим функцию d.

Определим задачу Коши с переменной  
и параметром :

Задачи Коши имеют решения 
. Согласно Лемме 1 решение Y будет 

комплексно дифференцируемым по z.
Предположим, что два различных ре-

шения задачи Коши пересекаются, то есть 
существуют  такие, что  и 

. Значит, задача Коши 
 имеет по крайней мере 

два решения Y1 и Y2 отличные при x = 0. Противо-
речие.

Значит, при любом фиксированном x функция 
l1 и Y обратима. Определим z как обратную функ-
цию к Y при фиксированном x:

Величины x и y – независимые переменные, 
согласно определению :

Следовательно:

Заметим, что  непрерывна. Согласно 
определению :

Следовательно:

Заметим, что  непрерывна. Параметр 
 – непрерывно дифференцируемая функция.

Из этих равенств также следует, что .

Примем , тогда:

Искомое преобразование f определяется функ-
цией z:

Так как  – непрерывно дифференциру-
ема, f также непрерывно дифференцируема.

2. Отсутствие координатного пространства 
ℝ2 с внутренней метрикой

Следующая теорема доказывает, что если в 
исходном пространстве не может быть определен 
метрический тензор или он не задает исходную 
метрику, то это нельзя исправить никаким гладким 
преобразованием.

Теорема 2. Если пространство не имеет вну-
тренней метрики, то не существует гладкого обра-
тимого преобразования в пространство с внутрен-
ней метрикой.

В пространстве с метрическим тензором g 
длина кривой γ можно найти по формуле:

.

Метрика ρ на пространстве X называется вну-
тренней, если для любых двух точек  рас-
стояние между ними определяется формулой:

, 

где  – пути, соединяющие точки  и .
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Доказательство. Предположим существует 
пространство с невнутренней метрикой ρ и гладкое 
преобразование f такое, что в новом пространстве ме-
трика ρ* внутренняя.

Обозначим метрический тензор в новом про-
странстве g*. Метрика ρ внутренняя:

.

В старом пространстве также существует метри-
ческий тензор, который определяется по формуле:

Противоречие: предположение неверно.

3. Условие существования координатного 
пространства ℝ2 с постоянным скалярным 

тензором

Следующая теорема доказывает критерий 
существования гладкого преобразования из про-
странства со скалярным метрическим тензором 
в однородное изотропное пространство. Из него 
следует, что не всегда возможно преобразовать 
пространство так, чтобы эллипсы в каждой точке 
стали одинаковыми окружностями.

Теорема 3. Критерий существования преоб-
разования скалярного метрического тензора в ска-
лярный и постоянный.

Пространство ℝ2 с заданным скалярным беско-
нечно дифференцируемым метрическим тензором 
g можно обратимо непрерывно дифференцируемо 
преобразовать так, чтобы метрический тензор стал 
равен константной скалярной матрице, если и только 
если ln(g) – гармоническая функция:

где  – обратимое непрерывно дифференцируемое 
преобразование ,  – новый 
метрический тензор, c – число.

Доказательство. Перепишем условие равно-
мерности пространства. Переобозначив  как f, 
избавимся от с:

.
Таким образом  – скалярная матрица. 

Определитель  непрерывен, поэтому он 
либо везде равен 1, либо везде равен -1. Отраже-
нием одной координаты f можно добиться, чтобы 
определитель был равен 1.

Получилось условие равносильное существо-
ванию преобразования в равномерное пространство: 

где q1 и q2 – скалярные функции.
Функция f комплексно дифференцируема:

Перепишем условие, используя комплексные 
числа: 

где  – комплексная функция.
Вличина f – обратимая комплексно диффе-

ренцируемая функция, значит,  и  
имеет ветвь в виде комплексно дифференцируемой 
функции. Существование обратимой комплексно 
дифференцируемой функции f равносильно суще-
ствованию комплексно дифференцируемой функ-
ции :

.
Комплексно дифференцируемая функция h(z) 

с заданной вещественной частью r(z) существует 
в том и только в том случае, если заданная веще-
ственная часть является гармонической функцией. 

Необходимость гармоничности :

.
Достаточность.

 – комплексно дифферен-
цируемо:

.
Параметр h можно определить как интеграл  

 
функции :

.

Тогда, вещественная часть h совпадает с r:
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.
Таким образом существование преобразова-

ния равносильно гармоничности ln(g).

4. Отсутствие координатного пространства 
ℝ2 с постоянным тензором

Следующая теорема доказывает, что в общем 
случае нельзя получить гладким преобразованием 
из пространства с метрическим тензором одно-
родное пространство. Это значит, что нельзя пре-
образовать пространство даже так, что эллипсы в 
каждой точке стали одинаковыми.

Хотя теорема не относится именно к цветнос-
тному пространству, она налагает ограничение на 
существование РСЦК – цветностное пространство 
должно иметь нулевую кривизну. С другой сторо-
ны, не исключено, что цветностное пространство 
можно преобразовать в пространство со сколь 
угодно малой максимальной невязкой метрическо-
го тензора и единичной матрицы.

Теорема 4. Отсутствие преобразования ме-
трического тензора в постоянный в общем случае.

Выпуклую область M ⊂ ℝ2 с заданным беско-
нечно дифференцируемым метрическим тензором 
g не всегда можно обратимо непрерывно диффе-
ренцируемо преобразовать так, чтобы метриче-
ский тензор стал равен константной матрице:

где  – обратимое непрерывно дифференцируемое 
преобразование M ⊂ ℝ2,  – новый 
метрический тензор, C – матрица.

Доказательство. Предположим, что такое 
преобразование существует всегда:

Пусть мы имеем тензор g и соответствующие 
f и C. Новый метрический тензор C – симметрич-
ная положительно определенная матрица, поэтому 
для C существует разложение Холецкого: , 
где L – невырожденная матрица.

Рассмотрим преобразование . Метриче-
ский тензор после преобразования равен:

Значит, выпуклую область  с задан-
ным бесконечно дифференцируемым метрическим 

тензором g всегда можно преобразовать так, чтобы 
метрический тензор стал равен единичной матри-
це, что противоречит предыдущей теореме.

Предположение неверно. 

Заключение

В работе доказаны теоремы, характеризующие 
теоретические ограничения, не позволяющие по-
строить строго равноконтрастную систему цветовых 
координат. Если метрика в пространстве не была 
внутренней, нельзя гладким преобразованием полу-
чить из него пространство с внутренней метрикой. В 
общем случае нельзя гладко преобразовать цветовое 
пространство с метрическим тензором так, чтобы 
он стал постоянным, однако его двумерные под-
пространства можно скаляризовать. Это значит, что 
цветностное пространство всегда возможно сделать 
изотропным, но оно должно обладать некоторым ло-
кальным свойством, чтобы его было возможно сде-
лать однородным. Хотя Теоремы 3 и 4 относятся к 
двумерному случаю плоскости цветности, неравно-
контрастность (в строгом смысле) плоскости цвет-
ности означает также и неравноконтрастность всего 
трехмерного цветового пространства.

Однако доказанные теоремы не противоре-
чат созданию систем цветовых координат, близ-
ких к равноконтрастным. Степень такой близости 
можно оценивать при помощи метрики STRESS, 
которая позволяет оценить, насколько хорошо 
расстояния в построенной системе координат со-
ответствуют цветовым расстояниям, полученных 
в экспериментах на людях [14,15]. Предваритель-
ные численные эксперименты авторов показыва-
ют, что на практике значения STRESS ограничены 
снизу не теоретическими пределами неравномер-
ности, следующими из доказанных в работе тео-
рем, а точностью экспериментальных измерений 
расстояний в цветовом пространстве человека.
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Color coordinate systems: theoretical limits of uniformity
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Abstract. Among the color coordinate systems, a special place is occupied by uniform systems, the Euclidean 
distance in which estimates the perceptual perception of color distances by humans. The standard linear color 
coordinate system CIE XYZ was not intended to be uniform, so color coordinate systems close to uniform were 
proposed: Hunter Lab, CIE 1964 (U*, V*, W*), CIELAB, CAM16-UCS, proLab. Uniform color coordinate 
systems are widely used, but in the literature little attention is paid to the analysis of theoretical limits of uniform 
color coordinate systems in the general case. This analysis is devoted to this work. The theorems are proved in 
the work showing that in the general case it is impossible to make the tensor constant by a smooth transformation 
of the space with a metric tensor and it is always impossible construct a space with intrinsic metric from a space 
with non-intrinsic metric, but its two-dimensional subspace can always be made isotropic. It follows that in 
the general case the construction of a strictly uniform color space is impossible. At the same time, the proven 
theorems do not contradict the construction of approximately uniform color spaces used in practice.
Keywords: perceptual uniformity, color space, color distance, space transformations, metric tensor.
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