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Введение
Естественным развитием математической 

теории оптимальных процессов, основанной на 
применении дифференциальных уравнений и ва-
риационного исчисления, явилась теория диффе-
ренциальных игр. Становление этой теории связа-
но с именами Р. Айзекса [1, 2], Дж. Брэкуэлла [3], 
Брайсона и Хо Ю-Ши [4], Л.С. Понтрягина [5, 6], 
Е.Ф. Мищенко [7], Б.Н. Пшеничного и многих дру-
гих зарубежных и советских ученых. С конца 1970-
х годов появилась своего рода самостоятельная 
часть прикладной теории дифференциальных игр, 
в которой рассматриваются задачи преследова-
ния, убегания, защиты цели [8–17]. В работах Л.С. 
Понтрягина [5, 6] и Е.Ф. Мищенко [7] получены 
достаточные условия завершения преследования 
в линейных дифференциальных играх. В исследо-
ваниях Н.Н. Красовского, А.И. Субботина [8], их 
учеников и сотрудников изучаются позиционные 
дифференциальные игры, для которых сформули-

рованы задачи сближения и уклонения, предложе-
ны реализуемые на  современных математических 
пакетах процедуры управления. Проблемы теории 
дифференциальных игр имеют своим источником 
актуальные прикладные задачи: управление эконо-
микой и оценке финансовых рисков [18-21]; разра-
ботке политических и военных стратегий [22-24]; 
в биологии и медицине [25-29]; управление объек-
тами физического профиля [16, 30]. Значительное 
число различных управляемых объектов относится 
к классу неопределенных объектов, т.е. объектов с 
неполной информацией о параметрах, состоянии, 
взаимодействии со средой [30-32]. Для решения 
проблемы построения управления такими объек-
тами также может применяться метод дифферен-
циальных игр [16, 31-35].

Начиная с работ А.Е. Брайсона [4] дифферен-
циальные игры с нулевой суммой стали рассма-
триваться как задачи теории оптимального управ-
ления. Синтез оптимальных управлений в таких 
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играх приводит к необходимости поиска решений 
скалярного дифференциального уравнения в част-
ных производных Беллмана-Айзекса [35,36]. Ана-
литическое решение такого уравнения в общем 
случае является проблемным. 

В настоящей статье рассматривается диффе-
ренциальная игра с нулевой суммой и квадрати-
ческим функционалом качества применительно 
к задаче управления нелинейным объектом, на-
ходящегося под воздействием ограниченных воз-
мущений. Решение соответствующего уравнения 
Беллмана-Айзекса ищется с применением алгебра-
ического метода, изложенного в [38, 39] и обоб-
щенного в настоящей статье на случай дифферен-
циальных игр. 

Основное содержание статьи расположено 
в трех разделах. Вначале формулируется задача 
дифференциальной игры для нелинейного объек-
та, находящегося под воздействием ограниченных 
возмущений, с квадратичным функционалом ка-
чества. Производится синтез управлений, доказы-
вается их оптимальность. Определяются условия 
существования решения дифференциальной игры 
с нулевой суммой. Далее доказывается Лемма 2.1 
о необходимых и достаточных условиях суще-
ствования алгебраического решения скалярного 
функционального нелинейного уравнения. При-
водятся результаты применения этой Леммы для 
нахождения решения уравнения Беллмана-Айзек-
са в задаче стабилизации объекта, находящегося 
под воздействием ограниченных возмущений. 
Доказывается оптимальность полученного ре-
шения. Приводится пример использования полу-
ченных теоретических результатов при решении 
задачи управления синхронным генератором в ус-
ловиях действия возмущений.

1. Задача дифференциальнгой игры при 
действии возмущающих сил

1.1. Постановка задачи
Рассмотрим дифференциальную игру двух 

игроков Gu и Gw, описываемую обыкновенным 
дифференциальным уравнением:

0 01 2
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) , ( ) ,

( ) ( ),

d x t f x t g x t w t g x t u t x t x
dt
y t Cx t

= + + =

=

 (1.1)

где { }, 0( ) ( ) [ , )n
fx x t R t t t⋅ = ∈ ∈

 
− вектор со-

стояния системы; { }, 0( ) ( ) [ , )m
fy Y t R t t t⋅ = ∈ ∈

− выход системы; { }0( ) ( ) , [ , )r
fu u t R t t t⋅ = ∈ ∈

 
−

управление; { }0( )( ) , [ , )k
fw t Rw t t t= ∈⋅ ∈

 
− ограни-

ченное возмущение, будем считать, что r k≥ ; 
1 2

( ( )), ( ( )), ( ( ))f x t g x t g x t  − непрерывные матри-
цы-функции. 

Возмущение w(t) трактуется как действие 
некоторого игрока противодействующему успеш-
ному выполнению задачи управления. 

На управляющие воздействия u(t) и w(t) на-
ложены ограничения вида:

( ) , ( )r ku t R U w t R W∈ ⊂ ∈ ⊂ .         (1.2)

Здесь U и W – компактные множества, множе-
ство W ограниченное.

Образуем функционал, оценивающий эф-
фективность управлений u(t) и w(t):

. (1.3)

Здесь Q=QT, R=RT и P=PT – положительно 
определенные матрицы. Отметим, что параме-
трические значения этих матриц будут опре-
деляться в связи с удовлетворением заданных 
ограничений, наложенных на управляющие воз-
действия (1.2) и выполнением условий равно-
мерной асимптотической устойчивости управля-
емой системы.

Предположение 1.1. О свойствах функции 
f(x,u,w) и функционала J(x,u,w):
1) � функция f(x,u,w) =(f(x(t)) + g

1
(x(t))w(t) + g

2
(x(t))u(t)) 

равномерно непрерывна на Rn×U×W;
2) � функция f(x,u,w) =(f(x(t)) + g

1
(x(t))w(t) + g

2
(x(t))u(t)) 

ограничена, т.е.

для всех 0( , , , ) [ , ) n
ft x u w t t R U W∈ × × × ;

3) � функция f(x,u,w) =(f(x(t)) + g
1
(x(t))w(t) + g

2
(x(t))u(t)) 

отвечает условию Липшица, т.е.

1 2 1 2 1 2
( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( )) ( ( ) ( ) )f x t u t w t f x t u t w t N t t x t x t− ≤ − + −

1 2 1 2 1 2
( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( )) ( ( ) ( ) )f x t u t w t f x t u t w t N t t x t x t− ≤ − + −

для всех 
0( , , , ) [ , ) , 1, 2n

i ft x u w t t R U W i∈ × × × = ;
4) � функционал J(x(∙), u(∙), w(∙)) ограничен и непре-

рывен по Липшицу

;

5) � существуют такие управления ( , ( ))u t x t U⊂  и 
( , ( ))w t x t W⊂ , что каждое состояние

0 0x X∈  в 
каждый момент 0t  на интервале существова-
ния решения системы (1.1) полностью управ-
ляемо [16].

Задача дифференциальной игры двух игро-
ков Gu и Gw рассматривается в статье как пробле-
ма оптимального управления, организованного с 
использованием принципа обратной связи по со-
стоянию, т.е. в зависимости от текущей позиции 
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( , ( ))t x t . Пусть элемент ( )0
( ), ( , ), ( , ), , fx t u t x w t x t tξ = ,  

для которого выполнены все указанные условия 
и ограничения задачи дифференциальной игры, 
является допустимым управляемым процессом. 
Задача управления заключается в построении 
оптимальной стратегии с нулевой суммой, т.е. в 
нахождении допустимого управляемого процес-
са ( )0 0 0 0

0
( ), ( , ), ( , ), , fx t u t x w t x t tξ = , при котором 

выполняется условие Айзекса:

( ) ( ) ( )0 0 0min max , , , , max min , ,
u U u Uw W w W

J x u w J x u w J x u w
∈ ∈∈ ∈

= = .

1.2. Оптимальное решение задачи  
дифференциальной игры с нулевой  
суммой
Предположение 1.2. Условия существования 

оптимального решения задачи (1.1)-(1.3):
1) � пусть 0 0( ) ( , ( )) ru t u t x t U R= ∈ ⊂  и 

0 0( ) ( , ( )) kw t w t x t W R= ∈ ⊂ , соответствую-
щие оптимальному управляемому процессу 

( )0 0 0 0
0

( ), ( , ), ( , ), , fx t u t x w t x t tξ = . Тогда траекто-
рия x0(t) определяется, в силу (1.1), решением 
следующего уравнения:

0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 01 2
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ), ( ) ,

( ) ( );

d x t f x t g x t u t g x t w t x t x
dt
y t Cx t

= + + =

=

2) � если 0( , ( )) ( , ( ))t x t u t x t Uu ≠ ⊂  и 
0( , ( )) ( , ( ))t x t w t x t Ww ≠ ⊂ – любые управле-

ния такие, что соответствующая им траектория 
x(t) определяется, в силу (1.1), решением урав-
нения:

0 01 2
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ), ( ) ,

( ) ( ),

d x t f x t g x t u t g x t w t x t x
dt
y t Cx t

= + + =

=

то ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , , , , ,Í Í Â ÂJ x u w J x u w J x u w≤ ≤ . 

Здесь ( )0 0 0 0 0, , , ( ) , ( )J x u w u t U w t W∈ ∈  – 
значения функционала качества дифференци-
альной игры с нулевой суммой (седловой точки), 

, где , , нижнее зна-
чение функционала (гарантирующее управление 

), , ,  – верхнее зна-
чение функционала.

При выполнении вышеприведенных предпо-
ложений относительно задачи (1.1)-(1.3) для синте-
за оптимальных управлений введем функцию Бел-
лмана-Айзекса [16, 36, 38] : ( , ( )) ( , ( ))V t x t V t x t→  

( , ( )) inf sup ( ( ), ( ), ( ))
u U w W

V t x t J x u w
⊂ ⊂

= ⋅ ⋅ ⋅ ,        (1.4)

где управления u(t,x(t)), w(t,x(t)), t∈[t
0
,tf ) удовлет-

воряют ограничениям (1.2), а соответствующая им 
траектория x(t) определена на всем интервале [t

0
,tf ).

В силу сделанных выше предположений для 
задачи (1.1)-(1.3) существует положительно опре-
деленная дважды дифференцируемая функция 

( , ( )) : nV t x t R R→ , удовлетворяющая уравнению 
Беллмана-Айзекса [16, 36]:

( )0 ( , ( )) min max ( ), ( ), ( ), ( , ( )) ,
u U w W xV t x t H x t u t w t V t x t
⊂ ⊂

=

где H − гамильтониан

 (1.5)

Оптимальные управления u0(t,x) и w0(t,x) в за-
даче (1.1) - (1.3), в случае отсутствия ограничений 
на управления, являются точкой стационарности 
гамильтониана (1.5) [16, 38] и определяются соот-
ношениями:

{ }T1 T( , ) ( ( )) ( , ( ))xu t x R g x t V t x t−= − ,

{ }T1 T
1

( , ) ( ( )) ( , ( ))xw t x P g x t V t x t−= .   (1.6)
Учет ограничений, накладываемых на ре-

сурсы игроков, при которых достигается цель 
управления, рассмотрен далее.

Соответствующая траектория системы (1.1) с 
управлениями (1.6) является решением уравнения:

 (1.7)

где

, (1.8)

и вектор { }T
( , ( ))xV t x t  отыскивается решением 

уравнения Беллмана-Айзекса

    (1.9)

Таким образом, проблема нахождения управ-
лений (1.6) полностью зависит от успешного реше-
ния уравнения в частных производных (1.9). 

Предположение 1.3. Матрица 
, по 

крайней мере, положительно полуопределенная.
Теорема 1.1. Система (1.7) равномерно асим-

птотически устойчива относительно седловой точ-
ки функционала, если и только если
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где П(x) – по крайней мере положительно полуо-
пределенная матрица.

Доказательство теоремы 1.1. Из уравнения 
(1.9) не трудно получить модифицированное урав-
нение Беллмана-Айзекса

или

.

Откуда ( , ( )) / 0dV t x t dt ≤ , так как 

.

Таким образом, в силу второй теоремы Ля-
пунова следует, что система (1.7), где вектор 
{ }T

( , ( ))xV t x t  определяется решением уравнения 
(1.9), равномерно асимптотически устойчива отно-
сительно седловой точки функционала:

 
.

Отметим, что по крайней мере положитель-
ная полуопределенность матрицы П(x) зави-
сит не только от параметров системы g

1
(x(t)) и 

g
2
(x(t)), но и от матриц штрафа R и Ð  в функцио-

нале (1.3). Таким образом, эти матрицы штрафов 
должны назначаться так, чтобы параметры регу-
ляторов игроков Gu и Gw отвечали бы условию 
(1.2), т.е. ( , ( ))u t x t U⊂ , ( , ( ))w t x t W⊂ .

Теорема 1.2. Пусть существует единствен-
ное непрерывно дифференцируемое решение 
V0(t,x(t)) задачи (1.1) - (1.5) и существуют управ-
ления такие, что

 

(1.10)

Тогда управления u0(t,x(t)) и w0(t,x(t)),  явля-
ются оптимальными, а V0(t,x(t)) есть соответству-
ющая функция Беллмана-Айзекса.

Доказательство теоремы 1.2. Перепишем 
уравнение (1.10) в виде модифицированного урав-
нения Беллмана-Айзекса:

 (1.11)

Запишем функционал (1.3) с учетом (1.6) и 
(1.8):

Отсюда вытекает, что
0 0 0 0

0 0
( , , ) ( , ( ))J x u w V t x t= ,           (1.12)

так как в силу (2.3) 0 ( , ( )) 0f fV t x t = .
Пусть теперь управления u(t,x) и w(t,x) – лю-

бые отличные от (1.6), но удовлетворяющие огра-
ничениям (1.2), а x(t) соответствующее решение 
уравнения (1.1) с этими управлениями. Тогда, ис-
пользуя равенство (1.11), заключаем, что

.

Откуда
0

0 0
( , , ) ( , ( )).J x u w V t x t≠            (1.13)

Нетрудно видеть, что сравнение (1.12) и (1.13) 
показывает:

( ) ( )0 0 0 00
0

, , ( ( )) , ,
Í Í Â Â

J x u w V x t J x u w≤ ≤ .

Тем самым оптимальность управлений u0(t,x) 
и w0(t,x) в задаче дифференциальной игры с нуле-
вой суммой установлена.

2. Алгебраический метод решения уравнения 
Беллмана-Айзекса

Решение соответствующего уравнения Белл-
мана-Айзекса ищется с применением алгебраиче-
ского метода, изложенного в [37, 38] и обобщенного 
в настоящей статье на случай дифференциальных 
игр. Докажем следующую лемму:

Лемма 2.1. Пусть nRx∈ − действительный 
вектор, { }T

( ( )) , ( ( )) n
xV x t f x t R∈  − действительные 
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вектор-функции, TT ( ) ( ) 0, ( ) 0x t C QCx t x t> ≠  − дей-
ствительная функция, определенная на Rn и П(x(t)) ─  
действительная положительно полуопределенная 
матрица. Тогда вектор Vx(x(t)) является решением 
функционального уравнения:

, (2.1)

если и только если

 (2.2)

где П+(x(t)) – псевдообратная матрица от П(x(t)).  
В этом случае решением уравнения (2.1) относи-
тельно {Vx(x(t))}T является следующее выражение:

, (2.3)

где

. (2.4)

Здесь П+(x(t)) – положительно полуопределен-
ная матрица размером n×n, представимая так, что 

,  
где K+(x(t)) матрица размером n×n; П+(x(t))  
и K +(x(t)) – псевдо-обратные матрицы (по Му-
ру-Пенроузу) [39,40]) от П(x(t)), и К(x(t)).

Отметим, что условие (2.2) предопределяет 
ограничения, которым должны отвечать управле-
ния ( , )u t x U⊂  и ( , )w t x W⊂ , учитывая что значе-
ние элементов матрицы П+(x(t)), как видно из (1.8), 
определяют матрицы штрафов  R, P, кроме того на 
выполнение этого условия влияет и выбор значе-
ний параметров матрицы Q.

Доказательство Леммы 2.1. Подставив (2.3) 
в (2.1), будем иметь:

Учитывая [40,41], что П+ПП+=П+, и [К+]TП-
П+=[КК+]T=К+, т.е. (ПП+)= I*, имеем, принимая во 
внимание, что П=КК+, где матрица К положитель-
но полуопределенная, 

[К+]TПК+=[КК+]TКК+=I*, где I* – диагональная 
матрица, в диагонали которой находится n-r еди-
ничных элементов и r нулевых элементов. Учиты-
вая свойства матриц из вышестоящего уравнения, 
будем иметь:

или
. (2.5)

Из последнего уравнения имеем:

. (2.6)

Полученное выражение определяет достаточ-
ные условия существования решения уравнения 
(2.1) относительно вектора { Vx(x(t)) }T.

Для отыскания необходимых условий раз-
решимости функционального уравнения (2.1) ис-
пользуем уравнение (2.3). Для этого добавим и 
вычтем в левой части уравнения (2.5), выражение  
f T(x)K+(x)β(x). Будем иметь:

Учитывая, что из (2.3) следует, что 

,
получаем из предыдущего уравнения:

или

.

Как видно, полученное уравнение не что иное 
как уравнение (2.5). На этом доказательство необхо-
димого условия выполнения Леммы 2.1 завершено.

Добавление к Лемме 2.1. Пусть П(x(t)) для 
всех Xtx ∈)(  – положительно определенная дей-
ствительная матрица. Тогда уравнение (2.1) имеет 
решение относительно { Vx(x(t)) }T в виде

, (2.7)

где

.

Запишем систему (2.1) с управлением (3.7):

1

1
0 0

0( ( ))

0( ( ))
( ) ( ( )), ( )

( ( ))0

( ( ))0

r

r

n

f x t

f x td x t x t x t x
k x tdt

k x t

β−

  
   ⋅⋅   
  

= − =  
  
   ⋅⋅
  
    

,
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где ki(x(t)), i=r,…,n соответствующие строки ма-
трицы K(x(t)), или

*
0 0( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )), ( )

d x t I f x t K x t x t x t x
dt

β= − = . (2.8)

Следует отметить, что уравнение (2.1) отно-
сительно Vx(x(t)) }T имеет два решения, одно из ко-
торых с объектом (1.1), минимизирует функционал 
(1.3). Для определения решения уравнения (2.1), 
которое обеспечивает выполнение поставленной 
задачи, введем функцию Ляпунова:

T1
( ( )) ( ) ( )

2LV x t x t x t=  

,                  (2.9)

где ( )x t  является решением уравнения
*

0 0
( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ), ( )

d x t I f x t K x t x t x t x
dt

β= − =    

. (2.10)

Тогда:

*

1

1 1

T( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) 0.

L

r n r n

i ji
i j r i

i j

d V x t x t f x t K x t x t
dt

x t f x t x t k x t x t

β

β
− −

= = =

 = − = 

 = − < 
 

∑ ∑ ∑

    

    

 (2.11)

Здесь 
1

( ( ))
n

ji
i

k x t
=
∑   – сумма всех элементов  

 
j-строки матрицы ( ( ))K x t . Из полученного усло-
вия можно видеть, что устойчивость системе (2.10) 
должно обеспечивать слагаемое уравнения (2.11), 
в которое входит синтезированное управление, т.е.

1

( ) ( ( )) ( ( )) 0, ,...,
n r n

ji
j r i

jx t k x t x t j m nβ
−

= =

 − < = 
 

∑ ∑    

при ( ) 0x t ≠

.                       (2.12)
Для определения арифметического знака 

перед функцией ( ) ( ( )) ( ( ))
n

ji
i r

jx t k x t x tβ
=
∑     примем  

 
( ( )) 0x tβ >

. Тогда условие (2.12) будет выполняться, 
если 

{ }
1

1

1

1, ( ( )) 0,

( ) 0, ( ( )) 0, ,...,

1, ( ( )) 0.

n

j i
i
n

j j i
i

n

j i
i

if k x t

sign x t if k x t j m n

if k x t

=

=

=

 >



= = =


− <



∑

∑

∑



 



. (2.13)

Система (1.1) с соответствующим управлени-
ем и учетом полученных результатов принимает 
вид:

{ }

{ }

1

1
0 0

1

1

0

( ( ))

0

( ( ))
( ) ( ( )) ,   ( ) .( ) ( ( ))

0

0
( ) ( ( ))

n
r

r mi
i

n

n ni
i

f x t

f x td x t x t x t xsign x t k x t
dt

sign x t k x t

β−

=

=

 
   ⋅  ⋅        = − =       ⋅ ⋅       
 

∑

∑





 (2.14)

Теорема 2.1. Пусть для системы

)
1 2 0 0

1 2 0

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) , ( ) ,

, , : ( , ) , n
f

d x t f x t g x t w t g x t u t x t x
dt
f g g t x t t R

= + + =

∈ ×
с функционалом

{ } T  T  T

0

1( ( ), ( ), ( )) lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2f

f

t
t

t
J x u w x t Q x t u t Ru t w t Pw t dt→∞⋅ ⋅ ⋅ = + −∫

существует положительно определенная дваж-
ды дифференцируемая функция ( ( )) : nV x t R R→ , 
определяемая решением уравнения Беллмана-Ай-
зекса, где 

Тогда управления w(t), u(t), отвечающие 
ограничениям, при которых сохраняется усло-
вие (2.2), определяются выражениями

{ }1 T
1

T
( ) ( ( )) ( ( )) ,xw t P g x t V x t−=

{ }1 T
2

T
( ) ( ( )) ( ( ))xu t R g x t V x t−= −           (2.15)

и траектория движения исходной системы x(t) под 
воздействием управлений (2.14) определяется ре-
шением дифференциального уравнения:

{ }*
0 0( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )), ( )

d x t I f x t SIGN x t K x t x t x t x
dt

β= − = .

Введем вектор In, у которого верхние r  эле-
ментов нулевые, а остальные n–r единичные. 

Доказательство теоремы 2.1. Как было по-
казано выше, решением уравнения

относительно вектора { }T( ( )) /V x t x∂ ∂  является выра-
жение

.

Тогда, учитывая (1.6), оптимальные управле-
ния w(t), u(t) дифференциальной игры и соответ-
ствующая траектория системы x(t) описываются 
следующими соотношениями:

{ }*
0 0( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )), ( )

d x t I f x t SIGN x t K x t x t x t x
dt

β= − =  
. (2.16)

Теорема 2.2. Система (2.15) равномерно 
асимптотически устойчива относительно седловой 
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точки функционала, если и только если значения 
начальных условий системы x(t

0
) отвечают нера-

венству:

,    (2.17)

где П(t,x(t)) по крайней мере положительно полуо-
пределенная матрица. 

Доказательство теоремы 2.2 проводится с 
учетом Теоремы 2.1 и условия (2.2).

Ранее (Теорема 1.1) были определены усло-
вия назначения матриц штрафов R и Ð  в функ-
ционале (1.3), при которых управления u(t,x(t)) и 
w(t,x(t)) отвечают наложенным ограничениям (2.2) 
и могут обеспечить оптимальное управление не-
линейным объектом в задаче дифференциальной 
игры. Однако асимптотическая устойчивость не-
линейной системы относительно седловой точки 
функционала зависит и от множества возможных 
начальных условий x(t

0
), при которых это свойство 

выполняется. Как видно из (2.16), мощность 
0

X  
множества возможных начальных условий x(t

0
) за-

висит от назначения матрицы в функционале (1.3). 
Сдедовательно условие (2.16) предопределяет зна-
чение и соотношение ограничений U и W, при ко-
торых достигается цель управления: оптимальное 
управление нелинейным объектом в задаче диффе-
ренциальной игры с нулевой суммой.

3. Моделирование системы управления

В качестве примера использования получен-
ных в работе результатов рассматривается задача 
управления синхронным генератором [41-43]. Ди-
намическая система в пространстве состояний, в 
соответствии с (1.1), описывается следующей си-
стемой обыкновенных дифференциальных уравне-
ний:

( )
( )

2

3

3 1

1

2 1 2

3

1 0 2 0 3 0

( ) ( ) 0 0

( ) [ 1 ( ) sin( ( ) ) sin( )] ( ) 0 ( ) 0 ( ),
( ) ( ) cos ( ) cos( ) 1 1

( ) 0, ( ) 0, ( ) 5,

x t x t
d x t p x t x t d d qx t u t w t
dt

x t rx t s x t d d

x t x t x t

       
       = − + + − − + +       

      − + + −      
= = =

то есть

( )
( )

2

3

3 1

1 2

( )

( ( )) [ 1 ( ) sin( ( ) ) sin( )] ( )
( ) cos ( ) cos( )

x t
f x t p x t x t d d qx t

rx t s x t d d

 
 = − + + − − 
 − + + − 

.

Здесь 
1
( )x t δ=  – угол нагрузки, 

2
( )x t ω=  – 

угловая скорость ротора, 
3
( ) qx t e=  – переходная 

ЭДС, индуцируемая в фиктивной катушке якоря 
по оси q; параметры p=136.054, q=4, r=0.4091, 
s=0.2576, / 4d π= ; { }1

0( ) ( ) , [ , ) ,fu u t R t t t⋅ = ∈ ∈ − 
управление; { }1

0( )( ) , [ , )fw t Rw t t t∈⋅ ∈ ∈ − ограни-
ченное возмущение, которое возникает вследствие 

изменения внешней нагрузки и других не учитыва-
емых явлений. 

В функционале качества (1.3) соответствую-
щие матрицы имеют значения:

( )1 1 1 , 0.6, 1Q diag R P= = = .

Ограничения, которым должны удовлетво-
рять стабилизирующее управление u(t) при дей-
ствии возмущения w(t), определяются следующим 
неравенством

Управление u(t) и возмущение w(t), постро-
енные с использованием алгебраического метода 
синтеза, имеют следующие описания:

( )( ){
( ) ( )

3

3

2

3 1

0.5

2 2 2 2
1 2 3 1

( ) 3.16963sgn( ( )) 0.0995366 cos ( ) / 4 1.58812 ( ) 0.707107

( ) ( ) ( ) cos ( ) / 4 1.58812 ( ) 0.707107 0.644 ,

u t x t x t x t

x t x t x t x t x t

π

π−

= − + + + −


− − + + − − 
 

( )( ){
( ) ( )

1 3

1 3

2

3

0.5

2 2 2 2
1 2 3

( ) 3.16963sgn( ( )) 0.0995366 cos ( ) / 4 1.58812 ( ) 0.707107

( ) ( ) ( ) cos ( ) / 4 1.58812 ( ) 0.707107 0.3864 .

w t x t x t x t

x t x t x t x t x t

π

π−

= + + + −
 − − + + − −
 

На рис. 1 и 2 приведены графики переходных 
процессов при отсутствии управления и действии воз-
мущения и при действии управляющих воздействий.

   
Рис. 1. Поведение x

1
, x

2
, x

3
 под w(t)≠0, u(t)≠0

  
Рис. 2. Поведение x

1
, x

2
, x

3
 при воздействием воз-

мущения w(t)≠0, u(t)≠0
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На рис. 3 и 4 приведены графики управляю-
щих воздействий u(t), w(t) и изменения значений 
функционала качества при наличии и при отсут-
ствии этих воздействий.

Рис. 3. Графики управлений u(t), w(t)

Рис. 4. Графики изменения функционала качества 
при отсутствии действий со стороны игроков (00) и 

наличии управляющих воздействий (uw)

Приведенные в статье результаты математи-
ческого моделирования дифференциальной игры 
с нулевой суммой подтверждают эффективность 
синтезированных управлений.

Заключение

Дифференциальная игра с нулевой сум-
мой рассмотрена в приложении к задаче стаби-
лизации одного класса нелинейных объектов, 
находящихся под воздействием ограниченных 
возмущений. Реализация полученных управле-
ний связана с проблемой нахождения решения 
скалярного уравнения в частных производных 
Беллмана-Айзекса. Для решения этого урав-
нения предложен алгебраический метод, кото-
рый может быть использован для нахождения 
управляющих воздействий нелинейными нео-
пределенными объектами достаточно широко-
го класса и не только для дифференциальных 
игр с нулевой суммой. В работе показана связь 
мощностей множеств ограничений, наклады-
ваемых на управляющие воздействия, мощно-

стью множества начальных условий нелинейной 
системы и матрицами штрафов квадратичного 
функционала качества, при которых достигается 
оптимальное управление нелинейным объектом 
в задаче дифференциальной игры с нулевой сум-
мой. Представленные результаты математиче-
ского моделирования управления синхронным 
генератором, находящегося под воздействием 
ограниченных возмущений, демонстрируют воз-
можность использования разработанного алге-
браического метода решения уравнения Беллма-
на-Айзекса в задаче дифференциальной игры.
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Synthesis of optimal controls in the problem of a differential game. Algebraic Method
V.N. Afanas’ev, I.A. Garazha
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Abstract. A zero-sum differential game with a quadratic quality functional is considered as applied to the problem 
of controlling a nonlinear object under the influence of limited disturbances. It is assumed that the system is 
described by an ordinary differential equation with continuous functions, and the control and disturbance are 
implemented through feedback on the state of the object. The coordinate transformation forms a linear model 
of the object with constant parameters and control, which is synthesized using a quadratic quality functional 
with penalty matrices depending on the state. The main problem of implementing optimal control is associated 
with the problem of finding a solution to such an equation at the rate of functioning of the object. The inverse 
coordinate transformation forms optimal control based on the state of the original nonlinear object.
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