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Введение
В настоящей работе, описанные в [1] резуль-

таты, обобщаются для вязкости, зависящей от ко-
ординаты по пространству. В двумерной геометрии 
представлены случаи плоской и осевой симметрии. 
Изменение типа вязкости существенно расширя-
ет область приложения описываемого метода, по-
скольку означает возможность численного модели-
рования не только ламинарного течения, но и более 
сложного – турбулентного. Этот режим конвектив-
ных процессов имеет место во многих технических 
и технологических задачах. В их число входит рас-
чет воздухообмена в жилых и производственных 
помещениях [2-10], обладающих большим разме-
ром, что определяет именно турбулентный тип 
течения.

Представлена основанная на переменных 
«функция тока – завихренность – температура» 
методика расчета двумерного нестационарного 
конвективного теплопереноса слабо сжимаемой 
жидкостью при нелинейных вязкости и теплопро-
водности в ограниченных областях [11]. Постанов-
ка является более общей по сравнению с [12, 13].

Алгоритм является универсальным как для 
проточных, так и для замкнутых областей различ-
ной формы и широкого спектра динамических и 
тепловых граничных условий [14-16]. При нахож-
дении численного решения используется линеари-
зованная по конвективному переносу разностная 

схема расщепления с безытерационной реализаци-
ей условий на стенках для завихренности.

1. Математическая постановка задачи

Рассматривается задача о двумерной смешан-
ной (естественной и/или вынужденной) конвекции 
слабо сжимаемой вязкой теплопроводящей жидко-
сти в проточной или непроточной односвязной об-
ласти сложной формы для различных тепловых и 
динамических граничных условий. Математическая 
модель основывается на системе нестационарных 
уравнений Навье-Стокса совместно с уравнением 
переноса температуры T в приближении Буссинеска 
при нелинейных вязкости и теплопроводности. 

Для скорости 1 2( , )v v=v  и нормализованно-
го на плотность давления p уравнение движения в 
поле объемной силы ( , )tF x  имеет следующий вид:

1 2

grad grad div( grad ) 0,

( , ) , 0 ,f

p g T
t

x x t t

∂
+ ⋅ + − ν − β − =

∂
= ∈Ω < ≤

v v v v e F

x
 (1)

где T – отклонение температуры от равновесной, 
v – нелинейный коэффициент кинематической вяз-
кости, β – коэффициент объемного расширения,  
e = (0,1) определяет направление выталкивающей 
силы, g – ускорение свободного падения, Ω – од-
носвязная область, t – время.
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Уравнение (1) (следует дополнить уравнени-
ем несжимаемости:

div 0, , 0 .ft t= ∈Ω < ≤v x           (2)

Перенос тепла нелинейной теплопроводно-
стью и конвекцией с учетом объемного источника 
тепла ( , )Q tx  описывается уравнением:

grad div( grad ) 0, , 0 ,f
T T T Q t t
t

∂
+ ⋅ − κ − = ∈Ω < ≤

∂
v x  (3)

где κ  – нелинейный коэффициент теплопроводно-
сти.

Тепловые и динамические граничные усло-
вия могут быть следующими.

На участках границы, соответствующих не-
подвижным твердым стенкам, могут выполняться 
условия прилипания и непротекания или условие 
инжекции жидкости:

inj

( , ) 0, , 0 ,

( , ) ( ), , 0 ,
w f

n w f

v t t t

v t v t t
τ = ∈∂Ω < ≤

= ∈∂Ω < ≤

x x

x x x
    (4)

причем vini = 0 в отсутствии инжекции; vτ и vn – 
касательная и нормальная к границе компоненты 
скорости.

Может также выполняться условие проскаль-
зывания:

rot ( , ) 0, , 0 .w ft t t= ∈∂Ω < ≤v x x        (5)

На стенках либо задается значение темпера-
туры (условие первого рода), либо они являются 
теплоизолированными (условие второго рода):

    (6)

Здесь и ниже n – внутренняя нормаль к по-
верхности.

Для проточной области требуется задать ус-
ловия в приточном и выходном отверстиях. В при-
точном отверстии задаются профили скорости и 
температуры:

in in

in in

( , ) ( ), , 0 ,

( , ) ( ), , 0 .
f

f

t t t

T t T t t

= ∈Ω < ≤

= ∈Ω < ≤

v x v x x

x x x          (7)

В выходном отверстии задаются «мягкие» ус-
ловия (второго рода), соответствующие тому, что 
линии тока перпендикулярны плоскости выходно-
го отверстия, а значения всех физических величин 
неизменны вдоль линий тока:

out

( , ) ( , ) ( , ) 0,

, 0 .

n

f

v Tv t t t

t t

τ
∂ ∂

= = =
∂ ∂

∈∂Ω < ≤

x x x
n n

x

         (8)

В осесимметричном случае необходимо за-
дать условия на оси симметрии, ориентированной 
вдоль оси x2:

2
1( , ) ( , ) ( , ) 0,

, 0 .ax f

v Tv t t t

t t

∂ ∂
= = =
∂ ∂

∈∂Ω < ≤

x x x
n n

x
        (9)

В начальный момент времени задаются неко-
торые поля течения и температуры:

0

0

( ,0) ( ), ,
( ,0) ( ), .T T

= ∈Ω

= ∈Ω

v x v x x
x x x

                (10)

В частности, жидкость может покоиться и 
иметь равновесную температуру:

0

0

( ) 0, ,
( ) 0, .T

= ∈Ω

= ∈Ω

v x x
x x

                      (11)

Перейдем к переменным «функция тока – за-
вихренность». Компоненты скорости выражаются 
через функцию тока ψ(x,t) следующим образом:

1 1 2 1
2 1

( ) , ( ) .k kv x v x
x x

− −∂ψ ∂ψ
= = −

∂ ∂        (12)

Здесь и ниже k = 0 для плоской, k = 1 для 
осевой симметрии. Из (12) следует, что условие 
несжимаемости (2) всегда выполнено. 

Завихренность определяем следующим образом:

2 1
1

1 2
( ) .k v vx

x x
−  ∂ ∂

ω = − ∂ ∂ 
               (13)

С целью унификации записи конвективных 
слагаемых для произвольного вектора s = (s1, s2) 
определим дифференциальный оператор конвек-
тивного переноса V(s):

1 2

1 1 1 1 1
1 1

2 2 2
2 2

( ) ( ) ( ),

( ) 0.5 ( ) ( ( ) ) ,

( ) 0.5 ( ) .

k k

V V s V s

V s x s x s
x x

V s s s
x x

−

= +

 ∂ ∂ϕ
ϕ = ϕ + ∂ ∂ 

 ∂ ∂ϕ
ϕ = ϕ + ∂ ∂ 

s

  (14)

С учетом (12)–(14) из уравнения для скорости  
можно получить выражение для завихренности:

1 2 1
1 1 1

1 1 2 2

2 1
1 1

1 1 2

( ) ( , ) 0, , 0 ,

( ) ( ) (( ) ) ( ) ,

( , ) ( ) ( ) .

f

k k k k k k k

k k

V D t t t
t

D x x x
x x x x

T F Ft g x x
x x x

− − − −

− −

∂ω
+ ω+ ω−Φ = ∈Ω < ≤

∂
   ∂ ∂ ∂ ∂

ω = − ν ν ω − ν ν ω   ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂

Φ = β + − ∂ ∂ ∂ 

v x x

x

 (15)

Следует отметить, что уравнение (1) преоб-
разуется точно в (15) только в линейном случае  
(v = const). В общем случае при преобразовании 
диффузионных членов возникают дополнитель-
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ные слагаемые, содержащие пространственные 
производные первого и второго порядка от v(x1,x2). 
Они практически не вычислимы, поскольку эмпи-
рическая зависимость v(x1,x2) не дает требуемой 
точности. Будем считать, что они малы, и ими мож-
но пренебречь.

Из (12) и (13) получаем уравнение Пуассона:

2
2

1 1 1 2
1 1 2

, , 0 ,

( ) ( ) ( ) .
( )

f

k k k

t t

x x x
x x x

− − −

ω = Λψ ∈Ω < ≤

 ∂ ∂ψ ∂ ψ
Λψ = − − ∂ ∂ ∂ 

x

 (16)

Уравнение температуры с учетом введенного 
оператора конвективного переноса  имеет вид:

1 1
1 1 2 2

( ) 0, , 0 ,

( ) ( ) .

f

k k

T V T T Q t t
t

T TT x x
x x x x

−

∂
+ + ∆ − = ∈Ω < ≤

∂
   ∂ ∂ ∂ ∂

∆ = − κ − κ   ∂ ∂ ∂ ∂   

v x
 (17)

Систему уравнений (15)–(17) следует допол-
нить начальными и граничными условиями, выте-
кающими из (4)–(11).

Все условия для температуры остаются без 
изменений.

Условия прилипания и непротекания или ус-
ловие инжекции жидкости (4) записываются сле-
дующим образом:

( , ) 0, , 0 ,w ft t t∂ψ
= ∈∂Ω < ≤

∂
x x

n     
 (18)

 (19)

причем vini = 0 в отсутствии инжекции.
Граничное условие Тома для завихренности на 

стенке определяется из разложения функции тока в 
ряд Тейлора в окрестности стенки с учетом уравне-
ния Пуассона (16) и условия прилипания (18):

2 2
1

1 2 ( ).
( ) ww w h wk

w wx h ±ω = − ψ −ψ          (20)

Здесь wψ  и 
ww h±ψ  – значения функции тока 

на стенке и в точке, отстоящей на шаг wh  в направ-
лении нормали.

Условие проскальзывания (5) принимает вид:
( , ) 0, , 0 .w ft t tω = ∈∂Ω < ≤x x      (21)

В приточном отверстии с учетом входного 
профиля скорости (7) по формуле (12) определяет-
ся профиль функции тока, а с помощью уравнения 
Пуассона (16) – завихренность.

В выходном отверстии, учитывая (8), имеем 
следующие условия:

out( , ) ( , ) 0, , 0 .ft t t t∂ψ ∂ω
= = ∈∂Ω < ≤

∂ ∂
x x x

n n
 (22)

Отметим, что разность значений функции 
тока на стенке по обе стороны вентиляционного 
отверстия равна расходу воздуха через него.

Условия на оси симметрии следующие:

 (23)
В начальный момент времени задается темпе-

ратура внутри расчетной области, а также опреде-
ляемые некоторым полем течения значения функ-
ции тока и завихренности:

0 0( ,0) ( ), ( ,0) ( ), .ψ = ψ ω = ω ∈Ωx x x x x  (24)

В частности, для покоящейся жидкости:

0 0( ) const, ( ) 0, .ψ = ω = ∈Ωx x x      (25)

Заметим, что стационарное решение полу-
чается в результате установления во времени и не 
зависит от выбора начального распределения, но 
время расчета тем меньше, чем ближе начальные 
данные к стационарному режиму.

Поставленная краевая задача (15)–(25) реша-
ется в произвольной односвязной составленной из 
прямоугольников области, ограничения на форму 
которой связаны с построением сетки, согласован-
ной с границами.

В качестве последнего шага в преобразова-
нии уравнений в частных производных, перед тем, 
как перейти к изложению конечно-разностного 
метода решения системы (15)–(25), отметим, что 
используемая далее линеаризованная разностная 
схема базируется на специальном представлении 
конвективных членов. Определим вектор b:

1 2 1 1 2 1
2 1

( , ), ( ) , ( ) .k kb b b x b x
x x

− −∂ω ∂ω
= = = −

∂ ∂
b  (26)

Тогда из (12), (13), аналогично [17], можно 
записать конвективный перенос завихренности в 
виде:

( ) ( ) ,V Vω= − ψv b
                    (27)

т.е. конвективный перенос завихренности ин-
терпретируется как некий эффективный перенос 
функции тока.

Следовательно, с учетом (16) и (26) можно 
записать уравнение для завихренности  в виде вы-
ражения для функции тока:

( ) ( , ) 0, , 0 .fV D t t t
t

∂Λψ
− Λψ + Λψ −Φ = ∈Ω < ≤

∂
b x x   (28)

2. Разностный аналог задачи  
и методика решения

При численном решении краевой задачи 
(15)–(25) область непрерывного аргумента заме-
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няется сеткой с постоянным шагом по времени и 
переменным по пространству:

1

2

1 2 1 1, 1 1 1

2 2, 1 2 2

11

1 1 1, 1 1

1

21

2 2 2, 1 2

2

, { },

{( , )}, , 2, ,

, 2, ,

0.5 , 0,

0.5( ), 1, 1,

0.5 , ,

0.5 , 0,

0.5( ), 1, 1,

0.5 , .

n
h

h i j i i i

j j j

i i i

N

j j j

N

w w w w t n

w x x x x h i N

x x h j N

h i

h h i N

h i N

h j

h h j N

h j N

τ τ

−

−

+

+

= × = = τ

= = + =

= + =

 =
= + = −
 =
 =
= + = −
 =





 (29)

Прямоугольная согласованная сетка по 
пространству h h hw w w= ∪∂  строится таким 
образом, чтобы она пересекалась с границей об-
ласти только в узлах ( hw  – множество внутрен-
них узлов, hw∂  – множество граничных узлов). 
В области больших градиентов (обычно у стенок) 
пространственная сетка сгущается в соответству-
ющем направлении.

Поскольку сетка согласована с границей, фор-
му расчетной области определяем в пространстве 
индексов узлов сетки.

Вместо функций непрерывного аргумента 
рассматриваются сеточные функции вида:

1 2( , ).ij i jf f x x=                        (30)

Все величины определяются в узлах сетки, 
кроме давления, вычисляемого в центрах сеточ-
ных ячеек, а также компонент скорости, которые 
отнесены к серединам соответствующих сторон 
контрольных объемов.

Для приближенных решений будем использо-
вать те же обозначения, что и для точных.

Ниже используются следующие аппроксима-
ции первых и вторых производных:

 (31)

Отметим, что в (31) выражение первых про-
изводных через центральные разности (использу-
емое ниже в конвективных членах), а также вы-
ражение для вторых производных имеют второй 
порядок аппроксимации.

Аппроксимируем оператор конвективного пе-
реноса следующим образом:

 (32)

При аппроксимации уравнения для темпера-
туры выделим множество граничных узлов с усло-
вием первого рода 1T

hw∂  и второго рода 2T
hw∂ . Ко-

нечно-разностный аналог уравнения (17) имеет 
следующий вид:

1
1 1

2

( ) ( , , ),

, 0 .

n n
n n n n

T
h h f

T T V T T Q R t

w w t t

+
+ +−

+ + ∆ − =
τ

∈ ∪∂ < ≤

v v x

x
 

(33)

Функция ( , , )R tv x  отлична от нуля только в 
узлах, приграничных к 1T

hw∂  и определяется зна-
чением температуры в граничных узлах. Сеточный 
диффузионный оператор в уравнении температуры 
задается следующим образом:

 (34)

Отметим, что на границе 2T
hw∂  при 1 0x >  

записанный в первой строке оператор ∆ϕ  моди-
фицируется с учетом условия второго рода для 
ϕ . При этом вводится фиктивный узел вне гра-
ницы, отстоящий на шаг, равный пригранично-
му, с температурой, равной значению в пригра-
ничном узле.

При аппроксимации уравнения (28) выде-
лим три множества: множество граничных узлов 
на стенке w

hw∂  (совпадает для функции тока и для 
завихренности), с условием второго рода для за-
вихренности 2

hw ω∂  и для функции тока 2
hw ψ∂ . Ко-

нечно-разностный аналог уравнения (28) имеет 
вид:

1 2

2

( ) ( , )( ) ( , ) 0,

, 0 .

w

h h f

V D W x x t
t
w w t tω

∂Λψ
− Λψ + Λψ + ψ −ψ −Φ =

∂

∈ ∪∂ < ≤

b x

x
 (35)

Здесь в записанном для пристеночного узла 
уравнении из DΛψ  формально выделяется часть, 
относящаяся к значениям завихренности ω= Λψ  
на твердой стенке (согласно определению завих-
ренности  и формуле Тома , примененной на пред-
ложенной сетке (29)). Соответственно, сеточная 
функция 1 2( , )W x x  отлична от нуля только в при-
стеночных узлах:
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 (36)

Конечно-разностный аналог диффузионного опе-
ратора уравнения для завихренности (15) имеет вид:

 (37)

Отметим, что на границе 2
hw ω∂  при 1 0x >  за-

писанный в первой строке оператор Dϕ  модифи-
цируется аналогично диффузионному оператору 
∆ϕ  для уравнения температуры.

Разностная схема для решения уравнения 
(35) аналогично [17, 18] основана на естествен-
ной линеаризации, когда оператор ( )V b  опреде-
ляется решением на предыдущем временном слое. 
Используется чисто неявная факторизованная схе-
ма расщепления (аналог схемы Дугласа-Рекфорда 
[19]) с безытерационной реализацией граничных 
условий для вихря. На первом этапе решается сле-
дующее разностное уравнение:

( )1 1 2

1/2
1/2

1 2

2

1
1 1 2 1

( ) ( , )( ) 0,

, 0 ,

( , ) ( ) ( ) .

n n
n n n n

w

h h f

k n k n n
x x x

V D W x x

w w t t

t g x T x F F

+
+

ω

− + −

Λψ − Λψ
− ψ + Λψ + ψ −ψ −Φ =

τ

∈ ∪∂ < ≤

Φ = β + −

b

x

x   

 (38)

Конвективный перенос и граничные условия 
для завихренности на стенке берутся с предыду-
щего временного слоя. В уравнение (38) вводится 
завихренность:

1/2
1/2

1 2

2

( ) ( , )( ) 0,

, 0 .

n n
n n n n

w

h h f

V D W x x

w w t t

+
+

ω

ω −ω
− ψ + ω + ψ −ψ −Φ =

τ

∈ ∪∂ < ≤

b

x
 (39)

На втором этапе проводится коррекция по 
конвективному переносу и граничному условию 
для завихренности на стенке:

1 1/2
1

1 2

2

( ( , ) ( ))( ) 0,

, 0 .

n n
n n n

h fh

W x x V

w w t t

+ +
+

ψ

Λψ − Λψ
− − ψ −ψ =

τ

∈ ∪∂ < ≤

b

x
 (40)

Сеточный аналог оператора Лапласа следую-
щий:

1 1 2 2
2

1 1 1( ) .k k k
x x x xx x x− − −Λϕ = − ϕ − ϕ   (41)

На границе 2
hw ψ∂  оператор Λϕ  модифици-

руется аналогично диффузионному оператору ∆ϕ  
для уравнения температуры.

Приведем также сеточные аппроксимации 
следующих величин:

компонент скорости

2 11 1 2 1( ) , ( ) ;k k
x xv x v x− −= ψ = − ψ      (42)

�компонент вектора b в операторе конвектив-
ного переноса

2 11 1 2 1( ) , ( ) .k k
x xb x b x− −= ω = − ω       (43)

Алгоритм решения рассматриваемой задачи 
обеспечивает унификацию расчетов при различ-
ных конфигурациях области и граничных усло-
вий (в рамках допустимого класса). Иначе гово-
ря, задание варианта не требует перетрансляции 
модулей класса вычислений. Данные, определя-
ющие геометрию области и граничные условия, 
считываются в начале решения задачи. Последу-
ющие этапы являются универсальными для все-
го класса задач.

По известному полю решения на временном 
шаге n рассчитывается поле температуры T на 
шаге n + 1. При этом сначала вычисляются пять 
диагоналей и правая часть разностного урав-
нения для температуры (33), и затем решается 
линейная система с несимметричной матрицей 
относительно температуры на очередном времен-
ном слое. На первом этапе использования чисто 
неявной факторизованной схемы (аналог схемы 
Дугласа-Рекфорда) из уравнения (39) находится 
новое распределение завихренности ωn+1/2 во вну-
тренних узлах области с учетом полученного поля 
температуры Tn+1, тем самым конвективный пере-
нос и граничное условие первого рода для вихря 
скорости берутся с предыдущего временного слоя. 
При этом сначала вычисляются пять диагоналей 
несимметричной матрицы и правая часть разност-
ной схемы уравнения для завихренности, а затем 
решается линейная система с несимметрич-
ной матрицей относительно вихря скорости на 
промежуточном слое по времени. Второй этап 
состоит в коррекции по конвективному переносу 
и граничному условию для завихренности (40). 
При решении этой несамосопряженной эл-
липтической задачи для определения функции 
тока сначала вычисляются пять диагоналей и 
правая часть разностного уравнения для функ-
ции тока, и затем решается линейная система с 
несимметричной матрицей относительно функ-
ции тока ψn+1 на очередном слое по времени. Из 
уравнения Пуассона по полю ψn+1 определяются 
новые значения завихренности на очередном вре-
менном слое ωn+1.

В качестве критерия сходимости берется ма-
лость невязки в норме L2:
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1/2
21

1 1 2
,

1/2
21

1 1 2
,

1/2
21

1 1 2
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( ) / ,

( ) / ,
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i ij ij i j

i j

k n n
i ij ij i j

i j
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i ij ij i j T

i j

x
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x T T

+
ψ

+
ω

+

   ψ −ψ τ < ε    

   ω −ω τ < ε    

   − τ < ε    

∑

∑

∑

 

 

 

 (44)

Системы сеточных уравнений решались с 
помощью неявного итерационного метода вариа-
ционного типа, являющегося одним из обобщений 
на несамосопряженный случай методов группы 
сопряженных направлений [20].

Тестирование выполнено в плоской геоме-
трии для линейной вязкости [1, 11]. Рассматри-
валась задача о свободной конвекции жидкости в 
замкнутой полости квадратного сечения. Нижняя 
и верхняя границы являлись теплоизолированны-
ми, левая и правая – изотермичными. Полученные 
поля течения и температуры соответствуют ре-
зультатам аналогичных расчетов [18].

Проведено численное моделирование для зада-
чи обтекания квадратной полости, расположенной 
на дне плоского канала. Выше полости по течению 
параметры входного потока соответствовали тече-
нию Пуазейля. На выходном участке задавались 
граничные условия второго рода. Рассматривались 
варианты как с равномерной инжекцией жидкости 
через основание полости, так и без нее. Поля тече-
ния соответствуют рассчитанным в работе [21].

Заключение

Разработанный алгоритм позволяет унифици-
ровано проводить расчеты двумерного плоского и 
осесимметричного нестационарного конвективного 
теплопереноса в проточных и замкнутых областях 
сложной формы слабо сжимаемой жидкостью с 
нелинейной вязкостью и теплопроводностью. Рас-
смотрены различные тепловые и динамические гра-
ничные условия. При разностном решении приме-
няется схема расщепления, линеаризованная по 
конвективным членам, записанным специальным 
образом. Граничные условия на стенке для завих-
ренности реализуются безытерационно.
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Abstract. A method for calculating two-dimensional non-stationary convective heat transfer by a weakly 
compressible fluid with nonlinear viscosity and thermal conductivity in regions of complex shape for various 
thermal and dynamic boundary conditions is described. Cases of plane and axial symmetry are considered. A 
splitting scheme linearized by convective terms written in a special way is used. The variables “stream function 
- vorticity - temperature” are used. The boundary conditions on the wall for vorticity are realized non-iteratively.
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