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Введение
Под квантовыми системами будем понимать 

системы, проектирование которых осуществляется 
по квантовым технологиям. Одной из таких мно-
гообещающих постCMOS – технологий является 
QCA – нанотехнология, с помощью которой мож-
но существенно увеличить   плотность упаковки 
на кристалле. При этом системы, разработанные 

по QCA – нанотехнологии, позволят производить 
обработку информации с низким энергопотребле-
нием и высоким быстродействием. Впервые QCA 
ячейка, благодаря которой стало возможным созда-
ние QCA вентилей, представлена в работах [1-3]. 
Под QCA вентилями будем понимать мажоритар-
ные и инверсные элементы. Как известно, мажори-
тарный элемент реализует функцию большинства 
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[3-5]. Еще Д. Кнут в своем фундаментальном труде 
«Искусство программирования» отметил, что по 
всей   вероятности наиболее важной троичной опе-
рацией является функция большинства [6-9].  На 
базе современной QCA ячейки в статье показана 
конструкция QCA мажоритарного элемента, реа-
лизующего мажоритарную функцию с тремя пе-
ременными MAJ = M(a,b,c), а также рассмотрены 
стандартные конструкции двух видов QCA инвер-
торов [3, 10-13]. Аппаратное обеспечение, созда-
ваемое на основе QCA вентилей, будем называть 
QCA аппаратным обеспечением. QCA – нанотех-
нология позволяет проектировать как комбинаци-
онные цифровые   схемы, так и схемы памяти [14-
27].

Создание QCA аппаратного обеспечения 
квантовых систем неразрывно связано с построе-
нием математических моделей цифровых схем, ба-
зирующихся на мажоритарной логике, в силу этого 
именуемых мажоритарными. Поэтому приобрета-
ют актуальность вопросы исследования свойств 
мажоритарных функций, которые предложено 
классифицировать на простые и сложные. Даны 
определения простых и сложных мажоритарных 
функций, а также отражена взаимосвязь между 
ними. Показаны основные мажоритарные законы 
и тождества, чьи доказательства представлены в 
соответствии с правилами булевой алгебры. Отме-
чено, что мажоритарные операции возможно пре-
образовать в бинарные И, ИЛИ, НЕ и наоборот. 

В качестве иллюстрации практического при-
менения основ мажоритарной логики показаны 
математические модели мажоритарных дешифра-
торов. Будем говорить, что дешифратор является 
мажоритарным, если его математическая модель 
построена по законам, тождествам и правилам   
мажоритарной логики. Предложенные мажори-
тарные дешифраторы могут быть использованы в 
сложных моделях управления   при проектирова-
нии QCA аппаратного обеспечения квантовых си-
стем.  

1. Простые мажоритарные функции и их 
свойства. QCA вентили

1.1. Основные законы и тождества простой 
мажоритарной функции
Поведение мажоритарной функции  

MAJ = M(a,b,c) можно описать модифицирован-
ной таблицей истинности табл.1, в соответствии с 
которой переменные a,b,c принимают значения из 
множества {0,1,X}, где X означает безразличие (X 
∈ {0,1}). Как следует из табл.1, минимальная дизъ-
юнктивная нормальная форма (МДНФ) M(a,b,c) 

имеет следующий вид [10-13]:

MAJ = M(a,b,c) = ab ˅ bc ˅ ac.            (1)

Мажоритарная функция MAJ = M(a,b,c), 
МДНФ которой имеет вид (1), является простой.  

Логическая схема Maj, реализующая простую 
мажоритарную функцию M(a,b,c) (1), показана на 
рис. 1, а ее  условно – графическое обозначение 
(УГО) - на рис. 2. Как видно из рис. 1, логическая 
схема Maj состоит из трех элементов И, объеди-
ненных по ИЛИ.

Рассмотрим основные законы простой ма-
жоритарной функции MAJ = M(a,b,c). Одним из 
главных ее законов является переместительный, 
известный также как коммутативный [28, 29]:

M(a,b,c) = M(a,c,b) = M(b,a,c) = M(b,c,a) = 
= M(c,a,b) = M(c,b,a)                   (2)

Табл. 1
Модифицированная таблица истинности мажори-
тарной функции MAJ = M(a,b,c)    ({a,b,c} ∈ {0,1,X})

a b c MAJ = M(a,b,c)

X 0 0 0

0 X 0 0

0 0 X 0

X 1 1 1

1 X 1 1

1 1 X 1
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Рис. 1. Логическая схема Maj, функционирующая 
согласно (1)

b
c

a
MAJ

Рис. 2. УГО мажоритарного элемента, функциони-
рующего в соответствии с логической схемой Maj и 

(1)

Коммутативный мажоритарный закон следу-
ет из законов булевой алгебры. Согласно (2) поря-
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док следования переменных a,b,c простой мажори-
тарной функции M(a,b,c) не влияет на ее конечный 
результат. Число функций (2) определяется по фор-
муле n1!, где n1 – количество переменных обсуж-
даемой простой   мажоритарной функции. В дан-
ном случае n1! = 3! = 6.

Простая мажоритарная функция M(a,b,c)мо-
жет быть преобразована в дизъюнкцию или конъ-
юнкцию. Если одна из переменных  M(a,b,c) равна 
единице, то (1) преобразуется в дизъюнкцию. Если 
одна из переменных M(a,b,c) равна нулю, то (1) 
преобразуется в конъюнкцию. Результаты преоб-
разований представлены в табл. 2.

Если любые две переменные простой мажо-
ритарной функции M(a,b,c) или все три перемен-
ные равны нулю, то сама функция также равна 
нулю:

( ,0,0) (0, ,0)
(0,0, ) (0,0,0) 0.

M a M b
M c M

= =
= = =

Покажем, что выполнение M(a,a,c), M(a,a, c ), 
M (a,c, c ) есть a:

( , , )
;

M a a c
aa ac ac a

=
= ∨ ∨ =

                   (3)

( , , )

;

M a a c

aa ac ac a

=

= ∨ ∨ =
                   (4)

( , , )

( ) .

M a c c

ac ac cc

a c c a

=

= ∨ ∨ =

= ∨ =

                     (5)

Ввиду (3) – (5), запишем:

              (6)

Аналогично можно доказать:

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) .

M a a a M a a a

M a a c M a a c

M a c c a

= =

= = =

= =

                (7)

На основании (6), (7) отметим:
( , , ) ( , , )

( , , ) ;

M a b a M a b a

M a b b a

= =

= =
               (8)

( , , ) ( , , )

( , , ) .

M a b a M a b a

M a b b a

= =

= =
               (9)

С учетом (3) – (9) находятся b,c и их инверс-
ные значения ,b c :

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ;

M b b b M b b b

M a b b M a b b

M b b c M b b c b

= =

= = =

= = =

           (10)

( , , ) ( , , ) ;M a b a M c b c b= =             (11)

           (12)

( , , ) ( , , ) ;M a c a M b c b c= =              (13)

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ;

M b b b M b b b

M a b b M a b b

M b b c M b b c b

= =

= = =

= = =

            (14)

( , , ) ( , , ) ;M a b a M c b c b= =              (15)

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ;

M c c c M c c c

M a c c M a c c

M b c c M b c c c

= =

= = =

= = =

            (16)

( , , ) ( , , )M a a c M b b c c= = .             (17)
Без доказательства примем закон двойного 

отрицания:

( , , ) ( , , ).M a b c M a b c=                   (18)

Рассмотрим выполнение закона распростра-
нения инверсии [4,14, 28-30]:

( , , ) ( )( )( )

( )( )( )

( )( )

.

M a b c ab bc ac

a b b c a c

b a c a c

a b b c a c

= =

= ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ =

= ∨ ∨

              (19)

Табл. 2
Преобразования простой мажоритарной функции  

M (a, b, c) в дизъюнкцию и конъюнкцию

№
Простая 

мажоритарная 
функция

Логическая 
операция

ИЛИ
№

Простая 
мажоритарная 

функция

Логическая операция
И

1 M(1,b,c) b ˅ c 4 M(0,b,c) bc
2 M(a,1,c) a ˅ c 5 M(a,0,c) ac
3 M(a,b,1) a ˅ b 6 M(a,b,0) ab
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Выполнение (19) указывает на равносиль-
ность M (a,b,c) и M( , ,a b c ):

( , , ) ( , , )M a b c M a b c= .              (20)

Таким образом, (2), (6) – (18), (20) вместе с 
преобразованиями, показанными в табл. 2, опреде-
ляют существенные законы и тождества простой 
мажоритарной функции MAJ=M(a,b,c). 

1.2. Конструктивные особенности эле-
ментной базы QCA – нанотехнологии
QCA вентили строятся на основе ячейки, 

имеющей четыре квантовые точки [1-3]. Геоме-
трически эти квантовые точки образуют квадрат. 
Если в такую ячейку поместить два электрона, то 
они незамедлительно начнут стремиться отойти 
как можно дальше друг от друга ввиду взаимного 
электростатического отталкивания. Вместе с тем 
туннелирование электронов к квантовым точкам 
позволит им занять эти точки. Состояние QCA 
ячейки называют поляризацией и обозначают че-
рез P. Поляризация P принимает два значения: -1 
либо +1. Значение P=-1 соответствует бинарному 
логическому «0», а P=+1 – бинарной логической 
«1». На рис. 3 продемонстрированы два возмож-
ных состояния QCA ячейки. 

На базе рассмотренной ячейки разработаны 
бинарная QCA линия, два вида QCA инверторов, 
а также QCA мажоритарный элемент, имеющий 
входы a, b и c, а также выход MAJ  согласно (1) [3, 
11, 12, 16, 17, 27]. На рис. 4 показана передача би-
нарной логической «1» по   QCA линии, состоящей 
из шести ячеек. Вход рассматриваемой QCA линии 
обозначается через In, а выход – через Out.

Рис. 3. Поляризация QCA ячейки: 1- QCA ячейка;  
2 – электрон; 3 – квантовая точка

Рис. 4. Передача бинарной логической «1» по QCA 
линии, состоящей из шести ячеек

На рис. 5 представлена стандартная реализа-
ция QCA инвертора, на вход In которого поступает 
бинарный логический «0», а выход Out передает 
бинарную логическую «1» согласно таблице ис-

тинности функционирования инвертора.  Изо-
браженный QCA инвертор по своей конструкции 
является двухветвевым (dual – branch inverter), 
обеспечивая тем самым надежное инвертирование 
информации. 

Рис. 5. Стандартный двухветвевой QCA инвертор

На рис. 6 показан альтернативный вариант 
реализации QCA инвертора, на вход In которо-
го также поступает бинарный   логический «0», 
а выход Out передает бинарную логическую «1». 
Второй вариант реализации QCA инвертора по 
своей конструкции является одноветвевым (single 
– branch inverter), что безусловно снижает надеж-
ность инвертора, но делает его более компактным. 
Одноветвевое исполнение инвертора применяется 
в том случае, если при использовании   QCA на-
нотехнологии разрабатываемая логическая схема 
имеет малую степень чувствительности к шумам.

Рис. 6. Одноветвевой QCA инвертор

На рис. 7 проиллюстрирована конструк-
ция QCA мажоритарного элемента, на входы a и 
b которого подается бинарная логическая «1», а 
на вход c – бинарный логический «0» [3, 16, 27, 
31]. Выход MAJ рассматриваемого QCA мажори-
тарного элемента передает бинарную логическую 
«1», что соответствует табл. 1, а также логической 
схеме Maj, изображенной на рис. 1. Кроме трех 
входных и одной выходной ячеек, конструкция 
QCA мажоритарного элемента содержит вдобавок 
оценочную ячейку (evaluation cell), которая поля-
ризуется так, как и любые две ее входные ячейки. 
В обсуждаемом случае оценочная ячейка имеет 
поляризацию P=+1.

Создание QCA аппаратного обеспечения для 
квантовой   системы можно разбить на две стадии. 
К первой стадии относится логическое проектиро-
вание системы на мажоритарной логике [32]. Не-
отъемлемой частью этой стадии является построе-
ние математических моделей мажоритарных схем. 
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Вторая стадия связана с непосредственной реа-
лизацией разработанного проекта на логическом 
уровне по стандартам QCA нанотехнологии.

Рис. 7.  QCA мажоритарный элемент

2. Сложные мажоритарные функции и их 
свойства

При замене переменных простой мажоритар-
ной функции другими простыми функциями   по-
лучим уже сложную. Например, M(a,b, M(d,e,f)) 
является сложной мажоритарной функцией.

Учитывая (20), выполнение закона распро-
странения инверсии для сложной мажоритарной 
функции M(a,b, M(d,e,f)) можно записать следую-
щим образом: 

 
( , , ( , , ))

( , , )

( , , )

( , , ) ( , ,

) ( , , ( , , )).

M a b M d e f

ab aM d e f

bM d e f ab

aM d e f bM d e

f M a b M d e f

=

= ∨ ∨

∨ = ∨

∨ ∨

=

            (21)

Если вместо переменных простой функ-
ции M(a,b,c) подставить соответственно M(d,e,f), 
M(g,h,k) и M(l,m,r), то, принимая во внимание (21), 
закон распространения инверсии для такой слож-
ной функции примет вид:

( ( , , ), ( , , ),

( , , )) ( ( , , ),

( , , ), ( , , )).

M M d e f M g h k

M l m r M M d e f

M g h k M l m r

=           (22)

Докажем, что
( , , ( , , ))

( , , ( , , )).
M a b M d e b

M d b a e b
=

=
               (23)

Для доказательства (23) воспользуемся (1):
( , , ( , , ))

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( , , ( , , )).

M a b M d e b
ab a de db eb
b de db eb
db d ae d ab
d eb b ae
b ab b eb
db d ae ab ae
b ae ab ae
M d b M a e b

=
= ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =
= ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨
∨ ∨ =
= ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =
=

             (24)

Аналогично доказательству (24) находится 
следующее тождество:

( , , ( , , ))
( , , ( , , )).

M a b M d e b
M e b M d a b

=
=

                (25)

Выполнение (23), (25) отвечает мажоритарно-
му ассоциативному закону [4, 14, 28–30, 33-36].

Рассмотрим тождество:

( , , ( , , ))

( , , ( , , )).

M a b M a e f

M f b M a e b

=

=
                (26) 

Доказательство (26) базируется на (1), зако-
нах и правилах бинарной логики:

( , , ( , , ))

( )
( )

(1 ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) (1 )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

M a b M a e f

ab a ae af ef
b ae af ef

ab f f ae
be a fb a f be

ab f ab fb a

f ae f be be a

fb a ab e

f ab ae be

fb a a be a

b ab b ae be a

f ab ae be fb

be a f

=

= ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨

∨ = ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ = (

) ( )

( ) ( )

( )

( )

( , , ( , , )).

b f ab

ae be b ab

b ae be a a fb

f ab ae be

b ab ae be

M f b M a e b

∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ = ∨

∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ =

=

             (27)
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Таким же образом, как приведенное доказа-
тельство (27), доказывается тождество: 

( , , ( , , ))

( , , ( , , )).

M a b M a e f

M e b M a b f

=

=
                (28)

Кроме того, сложная мажоритарная функция 
M( a ,b, M(a,e,f)) равносильна функции M( a ,b, 
M(b,e,f)):

( , , ( , , ))

( , , ( , , )).

M a b M a e f

M a b M b e f

=

=
                 (29)

Докажем (29):  

( , , ( , , ))

(1 ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

(1 ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( )

( )

M a b M a e f

ab e a ef
a be a bf b ef

ab a be a ef
a be a bf b ef

ab f a be

a ef be a a
a bf b ef

ab a be a bf

a ef b be

b bf a a b ef

ab a be bf ef

b be ab

=

= ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ ∨

∨ =

( )
( )

( , , ( , , )).

a be bf ef
b be bf ef

M a b M b e f

∨

∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =

=

              (30)

Согласно доказательствам (27), (30) соответ-
ствующих им тождеств (26) и (29), а также опира-
ясь на (28), можно записать:

( , , ( , , ))

( , , ( , , ))

( , , ( , , ))

( , , ( , , )).

M a b M a e f

M f b M a e b

M a b M b e f

M e b M a b f

=

= =

= =

=

               (31)

Сложная мажоритарная функция M(b
, M(a,b,e), M(a,b,f)), включающая две простые 
M(a,b,e) и M(a,b,f), есть сложная функция M(a,b, 
M(b ,e,f), включающая одну простую M(b ,e,f):

( , ( , , ), ( , , ))

( , , ( , , )).

M b M a b e M a b f

M a b M b e f

=

=
        (32)

Докажем (32):
( , ( , , ), ( , , ))

( ) (
) (

)( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) (

) (1
) ( )

( )

( ) ( ) ( )

(

M b M a b e M a b f

b ab ae be b ab
af bf ab ae
be ab af bf

a be a b f a ef
ab ab f ab e

ab ef b ef a be

b f ef ab f
e ef b ef ab

a be b f ef

b be b b f b ef

ab a be b f e

=

= ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ = ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ = ∨

∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ )

( )

( , , ( , , )).

f

b be b f ef

M a b M b e f

∨

∨ ∨ ∨ =

=

Сложная мажоритарная функция M(f, 
M(a,b,d), M(a,b,e)), включающая две простые 
M(a,b,d) и M(a,b,e), может быть представлена 
сложной функцией M(a,b, M(d,e,f)), которая имеет 
только одну простую M(d,e,f):

( , ( , , ), ( , , ))
( , , ( , , )).

M f M a b d M a b e
M a b M d e f

=
=

           (33)

Покажем доказательство (33):
( , ( , , ), ( , , ))
( ) (

) ( )(
) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

M f M a b d M a b e
f ab ad bd f ab

ae be ab ad bd ab
ae be f ab a df
b df a fe b fe ab

=
= ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ = ∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨ ∨

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) (
) (1

) ( )
( )

( , , ( , , )).

ab e ab d a de
ab de ab d b de
a de df ef b de
df ef ab f e
d de a de df ef
b de df ef ab
M a b M d e f

∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ =
= ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
∨ ∨ = ∨ ∨ ∨
∨ ∨ ∨ ∨ =
=

Выполнение (32), (33) называют законом ма-
жоритарной дистрибутивности или мажоритарным 
распределительным законом [4,14, 28-30, 33-36].

Сложная мажоритарная функция M(f, M( a ,b,
e ), M(a,b,e)), включающая две простые M( a ,b, e )  
и M(a,b,e), есть  сложная функция M(b, M( a ,e,f), 
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M(a, e ,f)), в состав которой входят две простые  
M( a ,e,f) и M(a, e ,f):

( , ( , , ), ( , , ))

( , ( , , ), ( , , )).

M f M a b e M a b e

M b M a e f M a e f

=

=
          (34) 

Рассмотрим доказательство (34):
( , ( , , ), ( , , ))

( ) (

) ( )(

) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) (

)( )

( , ( , , ), ( , , )).

M f M a b e M a b e

f ab a e be f ab ae

be ab a e be ab ae

be b e f b a f a e f

b af b ef aef b ae

b ae b ae a f ef

b ae af e f ae a f

ef ae af e f

M b M a e f M a e f

=

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ = ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ = ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ =

=

Как видим, тождества (21)–(23), (25), (26), 
(28), (29), (31)–(34) отражают базовые свойства 
сложной мажоритарной функции.

3. Взаимосвязь между простыми и сложными 
мажоритарными функциями

Сложная мажоритарная функция M (a,b,  
M( ,a b ,f)) есть простая функция M(a,b,f) [33, 35, 36]:

( , , ( , , ))
( , , ).

M a b a b f
M a b f

=
=

                     (35)

Приведем доказательство (35):

( , , ( , , ))

( ) (

) (1 )

( ) ( )

( ) ( )

(1 ) ( )

( )
( , , ).

M a b M a b f ab

a a b a f b f b a b

a f b f ab f

b af a bf ab

af b b a bf

ab f af a bf

ab af bf a a
ab af bf M a b f

= ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ = ∨ ∨

∨ ∨ = ∨

∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ =
= ∨ ∨ =

             (36) 

       

В свою очередь, сложная мажоритарная функ-
ция M( ,a b , M(a,b,f)) есть простая функция M( ,a b ,f):

( , , ( , , ))

( , , ).

M a b M a b f

M a b f

=

=
                   (37)

Доказательство (37) аналогично доказатель-
ству (36) тождества (35):

( , , ( , , )) (

) ( )

(1 ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )

( )

( , , ).

M a b M a b f a b a ab

af bf b ab af bf

a b f b a f a b f

a b f a f b b a b f

a b a f b f a a

a b a f b f M a b f

= ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ =
Сложная мажоритарная функция M(a, M(a,e,f), 

M( a ,e,b)) включающая две простые M(a,e,f) и M( a
,e,b) есть простая функция M(a,e,f):

( , ( , , ), ( , , ))
( , , ).

M a M a e f M a e b
M a e f

=
=

        (38)

Выполнение (38) называют правилом погло-
щения [14, 28-30, 33-36]. Представим его доказа-
тельство: 

( , ( , , ), ( , , ))

( ) (

) ( )(
) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )(1 ) ( )

( ) ( )( 1) (

1) ( )
( ,

M a M a e f M a e b

a ae af ef a ae ab

eb ae af ef ae ab
eb a ae a af a ef

aeb aeb ab ef a ef

aebf ebf ae af

a ef b a ef

b ae b ef a ae b

af ef a a b ae
af ef M a e

=

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
∨ = ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ = ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ = ∨

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨
∨ ∨ = , ).f

В результате тождества (35), (37), (38) уста-
навливают связь между простыми и сложными ма-
жоритарными функциями. 

4. Построение математических моделей  
мажоритарных дешифраторов

Основные законы и тождества мажоритарной 
логики (1), (2), (6)-(18), (20)-(23), (25), (26), (28), 
(29), (31)-(35), (37), (38) позволяют строить   ма-
тематические модели мажоритарных логических 
схем, которые предназначены  для выполнения  как 
вычислительных и управляющих операций, так и  
хранения информации [10-26]. Нередко в логиче-
ском проектировании цифровых систем, включая 
квантовые, формирование управляющих сигналов 
осуществляют с помощью дешифраторов. Пока-
жем математическую модель мажоритарного де-
шифратора DEC 2-4, созданную посредством пре-
образований, представленных в табл. 2:

( , ,0) 0 ';M A B A B Y= =                   (39)
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( , ,0) 1';M A B AB Y= =               (40)

( , ,0) 2 ';M A B AB Y= =               (41)
( , ,0) 3'.M A B AB Y= =               (42)

Поскольку (39)-(42) есть простые мажоритар-
ные функции, то логическая схема, реализующая 
их, окажется одноуровневой. Помимо (39)-(42), 
поведение мажоритарного DEC 2-4 может быть 
описано   также посредством табл.3, в строках ко-
торой размещены M( , ,A B 0), M( A ,B,0), M(A,B ,0) 
и M(A,B,0), а в столбцах – Y0’ – Y3’. На пересече-
нии любых строк и столбцов табл.3 ставится «1», 
если имеет место выполнение (39)-(42), в против-
ном случае – «0».

На рис. 8, а) продемонстрирована одноуров-
невая логическая схема мажоритарного DEC 2-4, 
разработанная в соответствии с (39)-(42) и табл.3. 
Ее входами являются A и B, а выходами -Y0’ – Y3’. 
Отметим, что данная логическая схема содержит 
шесть QCA вентилей: четыре 3-хвходовых мажо-
ритарных элемента и два инвертора. Любой мажо-
ритарный элемент рассматриваемой логической 
схемы соответствует 2-хвходовой конъюнкции при 
условии   реализации DEC 2-4 в базисе И, НЕ. На 
рис. 8, б) представлена одноуровневая логическая 
схема DEC 2-4 на конъюнктивных и инверсных 
элементах бинарной логики, равносильная ранее 
описанной логической схеме мажоритарного DEC 
2-4. Приведенная схема содержит четыре 2-хвхо-
довых конъюнктивных элемента и два инвертора.

Табл.3
Описание поведения мажоритарного дешифратора 

DEC 2-4 по математической модели (39)-(42)

Простая
мажоритарная 

функция

Выходы

Y0’ Y1’ Y2’ Y3’

M ( 0) 1 0 0 0

M ( ,B,0) 0 1 0 0

M (A, ,0) 0 0 1 0

M (A,B,0) 0 0 0 1

Сравнение различных проектов реализации 
мажоритарных DEC 2-4 по QCA нанотехнологии   
можно произвести с помощью табл.4. Современ-
ные разработки DEC 2-4 имеют значительно мень-
шее количество QCA ячеек в сравнении с ранни-
ми. Так, в работе [40] предложен проект DEC 2-4 с 
числом QCA ячеек, составляющих всего 21.38% - 
30.9% от количества QCA ячеек тех проектов, кото-
рые описаны в работе [37]. Другой отличительной 
чертой оригинальных разработок мажоритарных 
DEC 2-4 является их многослойность, обеспечи-

вающая увеличение плотности   компоновки QCA 
ячеек, а также уменьшение занимаемой площади 
[38, 40]. В частности, 3-хслойный мажоритарный 
DEC 2-4, представленный в работе [40], занимает 
0.01μm2.

Покажем математическую модель мажори-
тарного DEC 3-8, построенную на основе (39)-(42):

(0, ( , ,0), )

(0, 0 ', ) 0;

M M A B C

M Y C A B C Y

=

= = =
            (43)

             (44)

(0, ( , ,0), )

(0, 1', ) 2;

M M A B C

M Y C ABC Y

=

= = =
             (45)  

U1

NOT

U2

NOT

0

U5

Key = F

0

U3

Key = D

0

U4

Key = E

0

U6

Key = G

A B

Y0'

Y1'

Y2'

Y3'

а)

U1

NOT

U2

NOT U3

AND2

U4

AND2

U5

AND2

U6

AND2

Y0'

Y1'

Y2'

Y3'

A B

б)
Рис. 8. Одноуровневые логические схемы де-

шифраторов DEC 2-4: а) мажоритарный DEC 2-4, 
построенный на 3-хвходовых мажоритарных эле-

ментах; б) DEC 2-4, построенный на элементах би-
нарной логики И, НЕ
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(0, ( , ,0), )

(0, 1', ) 3;

M M A B C

M Y C ABC Y

=

= = =
            (46)

(0, ( , ,0), )

(0, 2 ', ) 4;

M M A B C

M Y C AB C Y

=

= = =
            (47)

(0, ( , ,0), )

(0, 2 ', ) 5;

M M A B C

M Y C ABC Y

=

= = =
            (48)

(0, ( , ,0), )

(0, 3', ) 6;

M M A B C

M Y C ABC Y

=

= = =
            (49)

(0, ( , ,0), )
(0, 3', ) 7.

M M A B C
M Y C ABC Y

=
= = =

            (50)

Как видно, (43)-(50) представляют собой 
сложные мажоритарные функции, притом любая 
из них содержит одну простую, соответствую-
щую описанию математической модели DEC 2-4 
(39)-(42). Простые функции Y0’-Y3’ являются вну-
тренними по отношению к внешним Y0-Y7. Взаи-
мосвязь между ними отражена в табл. 5 размером 

4 8( 0, 0,3; 0, 0,7).I J i I j J× = × = = = = Y0’-Y3’со-
держатся в строках этой таблицы, а Y0 – Y7 – в ее 
столбцах. На пересечении i-й строки и j-го столб-
ца табл. 5 ставится «1», если простая внутренняя 
функция включена в соответствующую ей слож-
ную согласно (43)-(50), в противном случае – «0». 
Так, например, на пересечении M ( , ,A B 0) и Y0, 
а также M ( , ,A B 0) и Y1 ставится «1», поскольку 
простая внутренняя функция M ( , ,A B 0) включена 
во внешние сложные Y0, Y1 исходя из (43) и (44). 
Число «1» любой строки табл. 5 назовем рангом 

этой строки. Ранги всех строк рассматриваемой 
таблицы одинаковы и равны двум: 2.iranki = Тогда 
сумма рангов строк табл.5 равна восьми:

3

0
8.

I

i
i

RANKI ranki
=

=

= =∑              (51)

Число «1» любого столбца табл.5 назовем 
рангом этого столбца. Ранги всех столбцов данной 
таблицы одинаковы и равны единице: 1.jrankj =
Тогда сумма рангов столбцов табл. 5 равна восьми:

7

0
8.

J

j
j

RANKJ rankj
=

=

= =∑               (52)

В силу (51) и (52) можно записать:
8.RANKI RANKJ= =                   (53)

Табл. 5, для которой имеет место (53), причем 
2( 0,3)iranki i∀ = =  и 1( 0,7)jrankj j∀ = = , являет-

ся базовой при построении двухуровневой логи-
ческой схемы мажоритарного  DEC3-8. Эту схему, 
построенную согласно (43)-(50) по табл. 5, также 
будем считать базовой. Поведение первого уровня 
базовой логической схемы мажоритарного DEC 
3-8 описано простыми внутренними функциями   
Y0’-Y3’, а поведение второго уровня – внешними 
функциями Y0-Y7.

Двухуровневая базовая логическая схема ма-
жоритарного DEC 3-8 показана на рис. 9, a). Ее 
внешними входами являются A, B и C, а выходами 
–Y0-Y7.  Первый уровень рассматриваемой схемы 
реализован на четырех 3-хвходовых мажоритар-

Табл. 4
Сравнительная характеристика реализации проектов DEC 2-4 по QCA нанотехнологии

Проект Число ячеек
Занимаемая площадь 

кристалла
μm2

Число слоев топологии

Проект 1 [37] 110 0.13 1

Проект 2 [37] 159 0.19 1

Проект [18] 93 0.09 1

Проект [38] 88 0.06 3

Проект [39] 50 0.01 1

Проект [40] 34 0.02 1

Проект [40] 34 0.01 3

Табл. 5
Описание поведения мажоритарного дешифратора DEC 3-8 по математической модели (43)-(50)

Простые внутренние 
функции  

Сложные внешние функции 

Y0 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

M ( , ,A B 0) =Y0’ 1 1 0 0 0 0 0 0

M ( ,A B, 0) =Y1’ 0 0 1 1 0 0 0 0

M (A, ,B 0) =Y2’ 0 0 0 0 1 1 0 0

M (A, B, 0) =Y3’ 0 0 0 0 0 0 1 1
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ных элементах U3-U6, а также двух инверторах 
U1 и U2. Второй уровень реализован на восьми 
3-хвходовых мажоритарных элементах U8-U15 
и инверторе U7. Выходы Y0’–Y3’ мажоритарных 
элементов U3-U6 первого уровня поступают на 

соответствующие входы мажоритарных элементов 
U8-U15 второго уровня согласно (43)-(50) и табл. 
5. Таким образом, базовая логическая схема ма-
жоритарного DEC 3-8 содержит пятнадцать QCA 
вентилей: двенадцать мажоритарных элементов и 
три инвертора.

На рис. 9, б) продемонстрирована двуху-
ровневая базовая логическая схема DEC 3-8 в 
базисе И, НЕ. Этасхема, равносильная выше 
приведенной двухуровневой базовой логической 
схеме мажоритарного DEC 3-8, построена на 
двенадцати 2-х входовых элементах И, а также 
трех инверторах. На ее первом уровне простые 
внутренние функции Y0’-Y3’ реализованы с по-
мощью четырех конъюнктивных элементов U3-
U6 и двух инверторов U1, U2. На втором уров-
не рассматриваемой схемы сложные функции 
Y0-Y7 реализованы посредством восьми конъ-
юнктивных элементов U8-U15 и инвертора U7. 
Взаимосвязь выходов U3-U6 со входами U8-U15 
осуществлена согласно (43)-(50).

Сравнение различных проектов реализации 
базовой логической схемы DEC 3-8 по QCA нано-
технологии можно осуществить благодаря табл. 
6. Ее анализ показывает, что в современных разра-
ботках рассматриваемых мажоритарных дешиф-
раторов число QCA ячеек значительно меньше по 
сравнению с ранее предложенными проектами. В 
частности, в работе [18] предложен проект реали-
зации базовой логической схемы DEC 3-8 с чис-
лом QCA ячеек, составляющих 47.92% от коли-
чества QCA ячеек проекта [41]. Однако, в работе 
[39] уже показан проект реализации базовой ло-
гической схемы DEC 3-8 с числом QCA ячеек, со-
ставляющих всего 25.8% от количества QCA яче-
ек проекта [41]. Трехслойная реализация проекта 
[39] позволила не только значительно уменьшить 
число QCA ячеек, но и уменьшить занимаемую 
площадь до 0.04μm2.

Математическая модель DEC 3-8 (43)-(50) 
может быть модифицирована при использовании 
закона распространения инверсии (20), а также 
тождеств (31). Покажем применение (20), (31) на 
примере модификации Y3 (46) и Y4 (47): 
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Рис. 9. Двухуровневые базовые логические  
схемы дешифраторов DEC 3-8: а) базовая  
логическая схема   DEC 3-8, построенная  

на 3-хвходовых мажоритарных элементах;  
б) базовая логическая схема DEC 3-8, построенная 

на элементах бинарной логики И, НЕ
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Аналогичным образом можно преобразовать 
(43)-(45), (48)-(50). Приведем полную математи-
ческую модель DEC 3-8, полученную в результате 
этих преобразований:
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Метод нахождения математических моделей 
цифровых устройств путем непосредственного 
применения законов, тождеств, правил для про-
стых и сложных мажоритарных функций назовем 
методом мажоритарных преобразований. Согласно 
этому методу предложена одна из возможных ма-
тематических моделей DEC3-8 (54)-(61). Взаимос-
вязь  простых внутренних мажоритарных функций 
данной модели M(A,B,C), M( ,A B,C) и их инверсий 
M (A,B,C), ( ,M A B,C) со сложными внешними Y0-
Y7 отражена в табл. 7.

Любой ранг столбца табл. 7, как и табл. 
5, равен единице, а их сумма равна восьми:  

1( 0,7), 8.jrankj j RANKJ∀ = = =  Ранги 0-й и 3-й 
строк рассматриваемой табл. 7 минимальны и 
равны единице, а ранги 1-й и 2-й строк макси-
мальны и равны трем, при этом их сумма соответ-
ствует сумме рангов строк табл. 5 и равна восьми: 

0 3 1 21, 3,ranki ranki ranki ranki= = = = R A N K I = 8 . 
Из анализа рангов строк ( 0,3)iranki i =  табл. 5 и 
табл.7 следует неравенство:

1 3.iranki≤ ≤                       (62)

Неравенство (62) показывает, что табл. 5, как 
ранее указано, состоит из строк только с одинако-
выми рангами, равными двум ( 2)iranki = , а табл. 
7 включает в себя строки исключительно с мини-
мальными либо максимальными рангами. Заметим, 
что максимальный ранг строк табл. 7 соответствует 
числу переменных рассматриваемых внутренних 
простых и внешних мажоритарных функций, т.е. 
трем. Таким образом, метод мажоритарных преоб-
разований позволил найти математическую модель 

Табл. 6
Сравнительная характеристика реализации проектов базовой логической схемы DEC 3-8 по QCA нанотех-

нологии

Проект Число ячеек
Занимаемая площадь 

кристалла μm2
Число слоев топологии

Проект [41] 651 0.77 1
Проект [18] 312 0.1 1
Проект [39] 168 0.04 3

Табл. 7
Описание поведения мажоритарного дешифратора DEC 3-8 по математической модели (54)-(61)

Простые внутренние 
функции

Сложные внешние функции

Y0 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

( ,M A B, C) 1 0 0 0 0 0 0 0

M (A, B, C) 0 1 1 0 1 0 0 0

M (A, B, C) 0 0 0 1 0 1 1 0

M ( ,A B, C) 0 0 0 0 0 0 0 1
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DEC 3-8 (54)-(61), в которой простая внутренняя 
функция M( ,A B,C) содержится в сложной внеш-
ней функции Y7, а ее инверсия ( ,M A B,C) – в Y0. 
Наряду с этим в предложенной модели M(A,B,C) 
входит в состав трех сложных внешних функций 
Y3, Y5 и Y6, a M (A,B,C0 – в состав Y1, Y2 и Y4.

Двухуровневая логическая схема мажори-
тарного дешифратора DEC 3-8, построенная по 
математической модели (54)-(61) и табл. 7, пред-
ставлена на рис. 10, а). В отличие от базовой 
данная схема содержит пять инверторов U1-U5 
и всего десять мажоритарных элементов U6-
U15. Первый ее уровень реализован на инверто-
рах U1-U5 и двух мажоритарных элементах U6, 
U7. Внешние входы A,B,C подключены к U1-U3. 
Выходы первого уровня рассматриваемой схе-
мы поступают на соответствующие входы ма-
жоритарных элементов второго уровня U8-U15,  
формирующих внешние выходы Y0-Y7. Равно-
сильная данной схеме двухуровневая логическая 
схема DEC 3-8 в базисе И, ИЛИ, НЕ продемон-
стрирована на рис.10, б). Эта схема содержит 
пять инверторов, тринадцать элементов И, а так-
же два элемента ИЛИ. На первом ее уровне ре-
ализация одного мажоритарного элемента про-
изведена на U3-U5 и U7,  тогда как  реализация 
другого мажоритарного элемента выполнена на 
U5, U9, U12, а также U13. Выходы U6, U7, U13, 
U14 поступают на соответствующие входы эле-
ментов И второго уровня U8 и U15-U21, которые 
определяют Y0-Y7 при переводе (54)-(61) в би-
нарную логику И, ИЛИ, НЕ.

Сравнительная характеристика по числу эле-
ментов в мажоритарной и бинарной логиках базо-
вой логической схемы DEC 3-8, построенной по 
(43)-(50), и логической схемы DEC 3-8, построен-
ной по (54)-(61), показана в табл.8. В мажоритарной 
логике обе рассматриваемые схемы имеют пятнад-
цать QCA вентилей. Несмотря на это, применение 
метода мажоритарных преобразований позволило 
найти математическую модель (54)-(61), благодаря 
которой стало возможным построение логической 
схемы DEC 3-8 только с двумя мажоритарными 
элементами на первом уровне и восьми – на вто-
ром, но в то же время заметим, что число инверто-
ров предложенной схемы DEC 3-8 по сравнению с 
базовой схемой DEC 3-8  увеличилось на два.

Отличительной чертой схемы DEC 3-8, выпол-
ненной по (54)-(61), является также то, что ее первый 
уровень является отказоустойчивым. В итоге надеж-
ность функционирования данной схемы выше по 
сравнению с базовой, построенной по (43)-(50). Реа-
лизация отказоустойчивости DEC 3-8 в бинарной ло-
гике требует дополнительных аппаратных затрат. По-

этому в бинарной логике логическая схема DEC 3-8, 
показанная на рис.10, б), имеет двадцать вентилей, а 
в этой же логике базовая схема DEC 3-8, представлен-
ная на рис. 9, б), имеет только пятнадцать вентилей.
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Рис. 10. Двухуровневые логические схемы  
дешифраторов DEC 3 – 8, построенные  

по математической модели (54)-(61): а) логическая 
схема DEC 3-8, первый уровень которой реализован 

на двух  3-хвходовых мажоритарных элементах и 
пяти инверторах, а второй – на восьми 3-хвходовых 
мажоритарных элементах; б) логическая схема DEC 

3-8, построенная при переводе  мажоритарного 
описания (54)-(61) в бинарную логику И, ИЛИ, НЕ
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Заключение
QCA – нанотехнология продемонстрирова-

ла свою эффективность в реализации элементной 
базы мажоритарной логики. Поэтому разработка 
QCA аппаратного обеспечения квантовых систем 
тесно связана с вопросами исследования принци-
пов построения логических схем, основанных на 
мажоритарной логике. 

В статье приведены доказательства основ-
ных мажоритарных законов и тождеств исходя из 
свойств бинарной логики. Произведена классифи-
кация мажоритарных функций на простые и слож-
ные, а также показана взаимосвязь между ними. 
Продемонстрирован переход от мажоритарной к 
бинарной логике и наоборот.

Предложенная классификация мажоритарных 
функций приводит к построению   математических 
моделей одноуровневых и многоуровневых мажо-
ритарных схем, предназначенных не только для 
управления, но и для выполнения вычислительных 
операций, хранения информации. В качестве при-
мера построения управляющих схем представлен 
одноуровневый мажоритарный дешифратор DEC 
2-4 на шести QCA вентилях, а также два двуху-
ровневых мажоритарных дешифратора DEC 3-8 
на пятнадцати QCA вентилях. Математические 
модели обоих двухуровневых DEC 3-8 получены с 
помощью метода мажоритарных преобразований. 
Первый двухуровневый DEC 3-8 является базовым 
и состоит из двенадцати 3-хвходовых мажоритар-
ных элементов и трех инверторов. Данный дешиф-
ратор является наиболее известным, однако не 
обладает свойством отказоустойчивости. Второй 
двухуровневый DEC 3-8 состоит из десяти 3-хвхо-
довых мажоритарных элементов и пяти   инвер-
торов. Первый уровень этого DEC 3-8   является 
отказоустойчивым, что в целом увеличивает на-
дежность функционирования второго дешифрато-
ра. В бинарной логике реализация свойства отказо-
устойчивости требует больших аппаратных затрат. 
По этой причине при переходе из мажоритарной 
логики в бинарную число вентилей второго дву-
хуровневого DEC 3-8   возрастает по сравнению с 

первым базовым DEC 3-8. В бинарной логике вто-
рой двухуровневый DEC 3-8 реализован на двадца-
ти вентилях, а первый – на пятнадцати вентилях.   

Показанные логические схемы мажоритарных 
дешифраторов, а также их математические модели, 
полученные с помощью метода мажоритарных пре-
образований, могут использоваться в проектирова-
нии сложных схем управления квантовых систем.
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Fundamentals of constructing combinational control circuits using majority logic elements for 
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Abstract. One promising post-CMOS technology is QCA nanotechnology (Quantum-dot Cellular Automata 
nanotechnology). The creation of quantum systems based on it will enable high-speed, low-power information 
processing. As a rule, the design of such systems is based on the elemental basis of majority logic. This article 
classifies majority functions into simple and complex, and demonstrates the relationship between them. Proofs 
are based on the laws and rules of Boolean algebra.  Based on the proposed classification, majority logic circuits 
constructed using the corresponding mathematical models can be divided into single-level and multi-level. An 
illustration of a single-level circuit is the DEC 2-4 majority decoder, and an illustration of a two-level circuit is 
the DEC 3-8 majority decoder. The presented mathematical models DEC 2-4 and DEC 3-8 can be used in the 
development of complex models of control signal generation for quantum systems for various purposes.
Keywords: quantum systems, QCA – nanotechnology, simple and majority functions, majority logic, mathematical 
model of the majority decoder.
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