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Введение

Рациональному представлению функции ак-
тивации искусственных нейронных сетей (ИНС) 
посвящено достаточно большое количество ис-
следований. Например, отметим аппроксимацию 
в виде биполярного морфологического нейрона [1] 
и подход, связанный с параболической s-образной 
реализацией, названный s-параболой [2]. Как отме-
чают исследователи, использование ветвей парабо-
лы расширяет логические возможности отдельного 
нейрона и позволяет реализовывать операции типа 
XOR с использованием меньшего числа нейронов.

S-парабола не конкурирует с функциями 
глубокого обучения, такими как Swish или Mish, 
обеспечивающими «гладкую оптимизацию», а 
предлагает компромисс между вычислительной 
простотой и точностью [3]. К основным преиму-
ществам s-параболы относится ее вычислительная 
простота, что, согласно результатам эксперимен-
тов, может ускорять обучение и повышать ско-
рость работы нейросетей в прикладных задачах. 
Она особенно эффективна в задачах прогнозирова-
ния временных рядов и классификации, где важна 
стабильность состояний нейросети [4]. Функция 

представляет собой специализированное, аппа-
ратно-эффективное решение для систем с малы-
ми вычислительными ресурсами там, где важна 
фиксированная форма нелинейности, симметрия и 
интерпретируемая граница решения. Тем не менее, 
s-парабола обладает и определенными недостат-
ками. Анализ возможностей активационной функ-
ции «s-парабола» показывает, что она не является 
универсальной заменой ReLU, GELU или других 
стандартных функций, применяемых в современ-
ных глубоких искусственных нейронных сетях.

В современной литературе наметилась тен-
денция к построению и применению параболи-
ческих сплайнов. Так, в работе [5] рассмотрено 
применение параболического интегро-дифферен-
циального (ИД) сплайна в качестве функции ак-
тивации в полносвязной ИНС. Показано, что 
предлагаемый метод позволяет заменять стан-
дартные функции активации на параболические 
ИД-сплайны в сетях типа ResNet. В процессе об-
учения функция активации меняется так, чтобы 
минимизировать функцию потерь. Это позволяет 
эффективно использовать сети более простой ар-
хитектуры (с меньшим числом слоев и нейронов), 
сокращает время обучения и повышает скорость 
работы нейросети. Эксперименты показали, что 
использование ИД-сплайновых функций актива-
ции может повышать точность классификации по 
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сравнению с некоторыми другими функциями (на-
пример, ReLU). 

Сплайн – гладкая кривая, кусочно-полиноми-
альная функция, которая на разных отрезках зада-
ется различными полиномами. Каждый сплайн ап-
проксимируется с помощью заданного количества 
точек. Сплайны непрерывны и дифференцируемы, 
а значит, такую архитектуру можно обучать с по-
мощью широко распространенного метода обрат-
ного распространения ошибки.  Перспективным 
направлением служит применение сплайнов в со-
ставе ИНС КАН (Колмогоров-Арнольд) [6]. Аль-
тернативными вариантами могут служить пред-
ставления функции активации в виде сплайнов 
Эрмита и Безье, обеспечивающих единое матема-
тическое описание. 

В настоящей работе основной упор делается 
на применение сплайна Безье как функции актива-
ции, моделирующей s-образную функцию.

1. Сплайн Безье как функция активации

Сплайн позволяет создавать плавные кривые, 
широко применяемые в задачах машинной гра-
фики, путем соединения ряда контрольных точек. 
Она представляет собой кусочно-полиномиаль-
ную функцию, где на разных отрезках задается 
различными полиномами. Сплайны непрерывны и 
дифференцируемы, что важно для машинного обу-
чения нейронных сетей с использованием метода 
обратного распространения ошибки. Они исполь-
зуются в качестве функций активации в ИНС, на-
пример, типа Kolmogorov–Arnold Networks (KAN). 
В KAN обучаемые функции активации размещают-
ся на ребрах сети, а не в нейронах, как в традици-
онных многослойных персептронах (Multi-Layer 
Perceptron - MLP). MLP –  это класс ИНС прямо-
го распространения, состоящий как минимум из 
трех слоев узлов: входного, скрытого и выходного. 
Эта архитектура позволяет моделировать сложные 
нелинейные зависимости и решать задачи класси-
фикации, регрессии и распознавания образов.  В 
настоящей работе предлагается метод, позволяю-
щий, непосредственно провести четырехточечную 
кривую Безье через заранее выбранные точки. 

2. Четырехточечная кривая Безье для 
аппроксимации функции активации

Рассмотрим сплайны на основе кривых Без-
ье [7]. Кривая Безье является удобным и широко 
распространенным инструментом для проведения 
гладких кривых. Обобщением кривой Безье явля-
ется B-сплайн (Basis Spline), который позволяет 

использовать больше контрольных точек и локаль-
но управлять формой кривой. Кривая Безье обла-
дает той особенностью, что ее форма полностью 
определяется многоугольником, построенным на 
множестве заданных точек, причем она непосред-
ственно проходит только через первую и конечную 
точки. Многоугольник единственным образом за-
дает форму кривой, которой принадлежат первая 
и последняя вершины, в то время как другие вер-
шины характеризуют производные, порядок и вид 
кривой. Данный метод позволяет изменять форму 
кривой и ее порядок за счет изменения числа то-
чек до тех пор, пока не будет достигнут желаемый 
образ. 

Математически кривая Безье описывается по-
линомиальной функцией:
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Здесь ( )0,..,1t =  - параметр, i-номер точки, 
причем 0,..,i n= . Таким образом, кривая Безье 
определяется (n+1) точками многоугольника.

Для точного прохождения четырех точеч-
ной кривой Безье через точки (x0,y0), (x1,y1), (x2,y2), 
(x3,y3) необходимо заменить точки (x1,y1), (x2,y2) на 
точки 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y∗ ∗ ∗ ∗ . Кривая Безье описывается в 
этом случае уравнениями:
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Расчетные формулы для величин 1 2,y y∗ ∗  ана-
логичны. Для определения значений t1,t2 восполь-
зуемся следующим приближенным методом. В 
качестве промежуточного параметра будем ис-
пользовать длину вдоль ломаной, образуемой от-
резками, соединяющими последовательно точки 
(x0,y0), (x1,y1), (x2,y2), (x3,y3)  в порядке их нумера-
ции. Положим D=d1+d2+d3, где di, i=(1,2,3) – рас-
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стояние между точками с координатами (xi–1,yi–1), 
(xi,yi). Тогда приближенно можно записать:

1 1 2 1 2/ , ( ) /t d D t d d D= = + . 

Таким образом, все параметры, необходимые 
для расчета 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y∗ ∗ ∗ ∗ , оказываются опреде-
ленными. Будем приближать функцию активации 
к сигмоиду четырехточечной кривой Безье.

Рис. 1. Узлы кривой Безье для s-образной функции 
активации

Кривая всегда находится внутри выпуклой 
оболочки, образованной опорными точками. Рас-
становка узлов представлена на рис. 1. Точки по 
порядку соединяются отрезками 1→2, 2→3, 3→4. 
Развертывая t на отрезке от 0 до 1 с заданным ша-
гом получим искомую кривую.  Задача заключа-
ется в определении координат двух внутренних 
точек функции активации, через которые точно 
пройдет сплайн. 

3. Расчет взаимосвязи основных параметров 
кривой и s-образной функции активации

Будем применять ИНС прямого распростра-
нения для задачи прогнозирования временного 
ряда. Пусть задан временной ряд в виде последова-
тельности n+1 отсчетов p(0),p(1),…,p(n) некоторой 
функции p(x). Значения p(n+1),…,p(n+m) называ-
ются прогнозными. Задача состоит в построении 
функции F(t), экстраполирующей p(x) на интерва-
ле [(n+1),…,(n+m)].  

Для прогнозирования будем применять ИНС 
прямого распространения. Обычно достаточно 
иметь два слоя с одним скрытым и необходимым 
количеством нейронов в нем 

Установим связь между параметрами 
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образом установлена связь между параметрами.

К функциям активации предъявляются требо-
вания показаные в табл. 1 [8].

Из уравнений и таблицы функции видно, что 
кривая дважды дифференцируема, монотонна и 
симметрична относительно начала координат, она 
может быть ограничена, что отвечает требовани-
ям, предъявляемым к функциям активации. Это 
позволяет считать кривую Безье как подходящую 
на предмет функции активации.

Заключение

Использование сплайнов, в том числе кри-
вой Безье, в качестве функций активации пред-
ставляет собой перспективное направление в 
развитии нейронных сетей, позволяющее по-
высить точность моделей и упростить их ар-
хитектуру при определенных условиях. Кривая 
отвечает всем требованиям, предъявляемым к 
функциям активации. Ее применение в качестве 
функции активации позволяет гибко изменять 
форму, обеспечивает непрерывность и плав-
ность, позволяет оптимизировать работу ИНС с 
обучаемыми параметрами функций активации. 
Более сложная формула реализации по сравне-
нию с некоторыми другими функциями актива-
ции, в том числе семейства s-парабола, может 
увеличивать время настройки и вычисления, но 
позволяет плавно добиваться необходимой точ-
ности результата. 

Табл. 1
Свойства функций активации

Функция Нелинейность Монотонность Дифференцируемость Ограниченность

Сигмоид Да Да Да Да ([0,1])

s-парабола Да Да Да Нет

Кривая Безье Да Да Да Да

Tanh Да Да Да Да ([-1,1])

ReLU Да Да Частично Нет
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